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RÉSUMÉ

Regrouper des modalités appartenant aux mêmes variables ou à des variables différentes
nécessite l’usage d’un indice de dissimilarité entre modalités. Nous donnons une solution à ce
problème dans cet article, en nous basant sur les indices de similarité d’Ochiai, de Dice, etc.
Ensuite, nous calculons des bornes pour certains indices de dissimilarité, et nous vérifions les
axiomes de distance. Ceux-ci sont ensuite utilisés pour la classification ascendante hiérarchique
d’un ensemble de modalités.

Mots-clés : Variables qualitatives, modalités, distance, classification.

ABSTRACT

Clustering categories needs a definition of dissimilarities between modalities. Our
treatment will be based on Ochiai, Dice etc. indices of similarity. We give bounds and check
axioms of distance for some indices of dissimilarity. We then use them to get agglomerative
hierarchical clustering of a set of modalities.

Keywords : Categorical variables, modalities, distance, classification.

1. Dissimilarités entre modalités

1.1. Introduction

Soit un ensemble de n individus 7 = {Oi,..., On} décrits par un ensemble
de p variables qualitatives V = {V1, V2,...,Vp} ayant chacune respectivement
m1, m2,..., mp modalités.

p

L mk == m, où m est le nombre total des modalités.
k=l
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Regrouper des modalités correspond à regrouper des propriétés. Ce regroupe-
ment nécessite la définition d’un indice de dissimilarité entre modalités j et j’, noté
03B4jj’. Cet article répond à cette nécessité en introduisant la dissimilarité 8 j j’ = Borne
- Intersection, où la borne est la similarité maximum entre 2 modalités j et j’ et
l’intersection le cardinal de j n j’ .

1.2. Rappel sur les indices de similarité

Dans ce qui suit n j j’ représente le nombre d’individus qui présentent simul-
tanément la modalité j et la modalité j’, nj (nj’) désigne le nombre d’individus qui
possédent la modalité j (j’), njj’ est le nombre d’individus possédant j et pas j’,
idem pour njj’.

Parmi les nombreux indices de similarité qui ont été proposés [6], nous
utiliserons les suivants :

Indice de Dice : njj’ 1
2 (n -7 + nj,)

Indice d’Ochiai : njj’ njnj’

Indice de Kulczynski : njj, 2 ( n.. + n..,
1.3. Définitions et rappel des tableaux de base

et des notations qui seront utilisées dans la suite de cet article

1.3.1. Le tableau disjonctif complet K

Le tableau K est de dimension n x m, son terme général kij est défini de la
façon suivante :

ki 
1 si z possède la modalité j0 sinon

Il possède les propriétés suivantes :
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1.3.2 Le Tableau de Burt B

Le tableau B est de dimension m x m, son terme général noté bjj’ est défini
par :

On a : bjj’ = njj’, B = K’K.
Les termes diagonaux de la matrice de Burt sont égaux aux marges en colonnes

du tableau disjonctif complet K, en effet :

1.3.3. Le tableau de Condorcet C

Le tableau C est de dimension n x n, son terme général noté cii’ est défini par :

cii’ est égale au nombre de variables pour lesquelles les objets i et i’ possèdent la
même modalité.

On a : C = KK’

1.3.4. Le tableau de Burt pondéré

Le tableau de Burt pondéré, noté B, est défini à partir du tableau K par
pondération de la contribution par ligne d’un individu i, son terme général se présente
sous la forme suivante :

1.3.5. Le tableau de Condorcet pondéré

Le tableau de Condorcet pondéré, noté C, est défini à partir du tableau K
par pondération de la contribution par colonne des modalités j, son terme général
s’obtient donc par la formule suivante :
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En ce qui concerne les dissimilarités on notera :

03B4djj’ celle qui est basée sur l’indice de Dice .
03B4ojj’ celle qui est basée sur l’indice de d’Ochiai.

03B4kjj’ celle qui est basée sur l’indice de Kulczynski.
03B4Unionjj’ celle qui est basée sur l’Union (bjj, bj’j’) = bjj + bj’j’ - bjj’
03B4Maxjj’ celle qui est basée sur le Max (bjj, bj’j’).
03B4Minjj’ celle qui est basée sur le Min(bjj, bj’j’).

1.4. Calcul de 03B4jj’ basé sur l’indice de Dice

Sur le tableau disjonctif K, la similarité entre les individus i et i’, au sens de
l’indice de Dice, est :

Cet indice est compris entre 0 et 1. Dire que SD (i, i’)  1 2 est équivalent à
dire que cii’  p 2 (il y a une majorité de variables pour lesquelles i et i’ sont dans

la même catégorie). Ce seuil de 1 a été utilisé par Solomon et Fortier [7] dans leur
procédure d’optimisation et correspond au coût 2cii’ - p du critère de Condorcet.
Rappelons que le critère de Condorcet (ou règle de la majorité sous contraintes)
conduit à la recherche d’une partition centrale des individus qui correspond à une
relation d’équivalence inconnue X telle que :

avec xii’ ~ {0,1} ~(i,i’),
Ce qui est équivalent, s’il n’ y a pas de données manquantes, à la maximisation

de la fonction de xii’ suivante :

De façon équivalente, on peut calculer à partir du tableau K la similarité selon
l’indice de Dice entre les profils des modalités j et j’ :
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03A3kijkij’
SD(j,j’) - - 1 

bjj’ 
, indice qui varie entre 0 et 1.

1 2(k.j+k.j’) 1 2(bjj + bj’j’)
Dire que l’on est supérieur à la borne indicielle se traduit par :

À la relation d’équivalence inconnue X = {xii’} associée au critère de
Condorcet, on fait correspondre une relation d’équivalence inconnue Y == {yjj’}
associée au critère appelé critère de Burt .

Au coût de la fonction économique du critère de Condorcet (2cii’ - p) ou

plus généralement (cii’ - cii’) on associera le coût (2bjj’ - 1 2(bjj + bj’j’)) et plus
généralement (bjj’ - 03B4djj’), pour la fonction économique du critère de Burt.

Autrement dit : bjj’ - 03B4djj’ + 2bjj’ - 1 2(bjj + bj’j’)
On en déduit donc la valeur de 03B4djj’ :

avec kij == 1 - kij
Nous remarquons ici que la similarité maximum entre les modalités j et j’est

la moyenne arithmétique de (bjj, bj’j’).
À partir de cette expression de 8jj 1, nous pouvons construire la formulation

mathématique du problème d’optimisation associé au « critère de Burt », c’est-à-dire
le moyen d’obtenir une partition Y des modalités (sans fixation du nombre de classes)
solution du programme linéaire à variables bivalentes suivant :

m m

avec B (Y) = 03A303A3 (bjj, yjj, + 03B4djj’yjj’)
j=l j’=l 

Ce qui est équivalent, à la maximisation de la fonction de yjj’ suivante :
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De façon analogue, on trouve les autres valeurs de 03B4jj’ :

Concernant ces indices de dissimilarité, les similarités maximales entre les
modalités j et j’ sont respectivement : la moyenne géométrique de (bjj, bj’j’), la
moyenne harmonique de (bjj, bj’j’), le maximum de (bjj, bj’j’), le minimum de
(bjj, bj’j’), l’union de (bjj, bj’j’).

1.5. Relation entre 03B4ojj’ et 03B4djj’

Preuve.

En effet :

8jjl devient alors :
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1.6. Relation entre 03B4kjj’ et 03B4djj’

Preuve.

Sachant que :

On obtient :

Donc:

Pour les autres indices de dissimilarité, on trouve les relations suivantes :

Afin d’obtenir cette relation, il suffit de remplacer le maximum de (bjj, bj’j’)
par sa valeur dans la relation (1.4.1).
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De même, pour démontrer cette relation, on remplace le minimum de (bjj, bj’j’)
par sa valeur dans la relation (1.4.2).

En effet, pour vérifier cette égalité, on remplace l’Union de (bjj,bjj’) =
bjj + bjj’ = bjj’ par sa valeur dans la relation (1.4.3)

2. Majoration de quelques indices

2.1 Majoration de 69,

calculons

1er cas : I ~ I’ = ~ alors on obtient:

borne peut être atteinte si n est pair. Si n est impair, on a une majoration plus précise

égal à 2 atteinte pour x = (n 1 ?/ == (n+1) 2 ou l’inverse.

et;

où I1, I’1 sont deux parties disjointes d’un ensemble ayant n - njj’ éléments
donc :
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donc

d’où borne atteinte si n - njj’ est pair.

2.2. Majoration de la somme des ojj’

Nous nous situons dans l’espace des modalités J. Considérons le nuage des
profils colonnes du tableau K N (J) == {(Vj, 03BCj)/j ~ J} dans un espace muni de
la métrique du «khi-deux» où pj représente la masse affectée à chaque modalité :

pj i = np.

L’inertie de ce nuage vaut ( [3] :

or

En utilisant la relation (1.5.1) on obtient :
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d’où :

Donc

3. Propriétés métriques des indices 03B4jj’ précédemment définis

Les résultats concernant la stucture géométrique des indices 03B4jj’ sont liés aux
répartitions de Â;j. Tous ces indices sont des indices de dissimilarité puisque 03B4jj = 0
et 03B4jj’ == 03B4j’j. Nous allons montrer que certains d’entre eux sont des distances.

1 er cas : Si k.j = k.j’, tous les 03B4jj’ sont équivalents et correspondent à des
distances euclidiennes.

2e cas : Si k.j ~ k.j’ nous allons voir que 03B4djj’, 03B4Unionjj’ et 03B4Maxjj’ sont des
distances.

En effet 03B4djj’ = 1 2 (03A3ni=1 (kij - kij’)2) est une distance euclidienne, donc

03B4Unionjj’ = 203B4djj’ est aussi une distance euclidienne.
On va montrer maintenant que 03B4Maxjj’ vérifie l’inégalité triangulaire, et est donc

une distance. 
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Or 61 61 03B4dj"j’  0 puisque bjd j, est une distance. Par ailleurs, on sait que
|bjj - bj’j’|  b - bj"j" | + |bj"j" - bj,j, 1. D’où Max - 03B4Maxjj" - 03B4Maxj"j’  0 donc
est une distance. Comme 03B4Maxjj’ n’est pas engendrée par un produit scalaire,
03B4Maxjj’ est une distance non euclidienne.

Pour les indices d’Ochiai 03B4ojj’, Kulczynski 03B4kjj’ et bjMj,2n on peut trouver des cas où
l’inégalité triangulaire n’est pas vérifiée : ce sont donc simplement des dissimilarités.

3.1. Synthèse

Le tableau ci-après présente, sous forme synthétique, les cas correspondant aux
différentes valeurs de 03B4jj’. 
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4. Exemple illustratif

Reprenons le classique exemple des « canidés » [6].
Les données du tableau (4.1) décrivent les caractéristiques de 27 races de chiens

au moyen de variables qualitatives, les 6 premières considérées comme actives la
septième « fonction » comme supplémentaire : ses trois modalités sont « compagnie »,
« chasse », « utilité ».

TABLEAU 4.1
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où :

La Taille a 3 modalités : 1 : Ta1-petite, 2 : Ta2-moyenne,3 : Ta3-grande.
Le Poids a 3 modalités : 1 : Po1-petit, 2 : Po2-moyen, 3 : Po3-lourd.
La vélocité a 3 modalités : 1 : Vel-lent, 2 : Ve2-assez rapide, 3 : Ve3-très rapide.
L’intelligence a 3modalités : 1 : In1-médiocre, 2 : In2-moyenne, 3 : In3-forte.
L’affection a 2 modalités : 1 : Af1-peu affectueux, 2 : Af2-affectueux.

L’agressivité a 2 modalités : 1 : Agl-peu agressif, 2 : Ag2-agressif.

L’A.F.C.M.du tableau 4.1 donne la représentation grahique suivante (cf. Fi-
gure 4.1 ) :

Facteur 2

Facteur 1

FIGURE 4.1

4.1. Classification hiérarchique

À partir du tableau disjonctif déduit du tableau 4.1, on va réaliser une classifi-
cation ascendante hiérarchique entre les modalités, en utilisant 03B4djj’, comme un indice
de distance entre ces modalités. 

Le tableau de distances associé est donné dans le tableau 4.2.

Ensuite, à partir de ce tableau, on aboutit à l’arbre de classification suivante
(méthode de Ward) (cf Figure 4.2).

L’arbre de classification met en évidence 5 classes obtenues en coupant l’arbre
à l’indice de niveau 3.2 :

La classe 1 regroupe 3 modalités : {Tal, Pol, Vel}.
La classe 2 regroupe 3 modalités : {Po3, Af1, In1}.
La classe 3 regroupe 2 modalités : {Ta2, Ve2}.
La classe 4 regroupe 3 modalités : {In2, Ag 1, Af2}.
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La classe 5 regroupe 5 modalités : {Ta3, Ve3, Po2, In3, Ag2}.
On constate un bon accord entre la classification hiérarchique et l’A.F.C.M.

TABLEAU 4.2
Tableau de distances entre modalités

4.2. Recherche d’une partition à partir du critère de Burt

En appliquant le critère de Burt sur l’exemple des « canidés » déjà cité ci-dessus,
on obtient la partition en 7 classes suivante :

Classe 1 : Tal, Pol, Vel.

Classe 2 : Ta2, Ve2.
Classe 3 : Ta3, Po2, Ve3, Af1, Ag2.
Classe 4 : Po3.

Classe 5 : Inl.

Classe 6 : In2, Agl,Af2
Classe 7 : In3.

En comparant cette partition à celle effectuée en classification ascendante
hiérarchique, on remarque qu’il y a 3 classes invariantes, d’autres subissent un
changement.
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FIGURE 4.2

Classification Ascendante Hiérarchique
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5. Conclusion

Nous avons vu que pour définir les désaccords b j j’ entre les modalités j et j’,
il a fallu introduire la notion de borne où la borne est définie comme la similarité
maximum entre les deux profils j et j’.

Il y a plusieurs possibilités pour choisir cette borne, nous avons étudié quelques
unes parmi les plus utilisées, et selon la borne que nous avons choisie, nous avons
obtenu différentes valeurs de 03B4jj’, celles-ci peuvent s’exprimer en fonction de bfj"
Â-j et k.j’ autrement dit :

03B4*jj’ = 03B4djj’ + f(k.j,k.j’)
03B4*jj’ désignant : 03B4Maxjj’, 03B4Minjj’, 03B4ojj’, 03B4kjj’
2f(k.j,k.j’) étant au signe prés, et suivant le cas égal à 1 k.j - k.j,1 | ou

-BIk- 2 (k.j - k.j’)2 k.j + k.j’ .j - ou k.-7. + k.3, 
D’autre part, nous avons vu que nous pouvions partager les bjj’ en deux

catégories différentes : une catégorie où les b j j’ sont de simples indices de dissimi-
larité ; une autre catégorie où les 03B4jj’ sont des distances. En particulier, celles qui sont
euclidiennes sont les plus utiles en pratique car elles permettent d’utiliser la méthode
de Ward en classification ascendante hiérarchique, c’est le cas de la distance basée
sur l’indice de Dice.
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