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Chapitre 1

Analyse en composantes principales
Application a la maitrise statistique des
procedés

1.1. Introduction

L'Analyse en composantes principales est une méthodestejaie exploratoi
permettant une description essentiellement graphiguénderination contenue da
des grands tableaux de données. Dans la plupart des ajpig;dt s'agit d’étudie
p variables mesurées sur un ensemble dedividus. Lorsquen etp sont grands d
cherche a synthétiser la masse d’informations sous unesferploitable et compr
hensible. Grace aux outils de la statistique descriptivesti possible d’étudier u
a une ou deux a deux les variables a travers notamment des@ggraphiques
numeériques (moyenne, variance, corrélation). Mais cesestpréalables simples
elles sont indispensables dans toute étude statistiqonejrsuffisantes ici car ell
laissent de c6té les liaisons éventuelles entre les vasapli sont souvent I'aspec
plus important.

L'analyse en composantes principales notée ACP par la ssitsouvent consid
rée comme la méthode de base de I'analyse factorielle desdsmlont I'objectif e
de déterminer des fonctions devariables ou facteurs qui serviront a visualise
observations de facon simplifi€ée. En ramenant un grand nedirariables souve
corrélées entre elles, a un petit nombre de composanteggaies (les premiéres) n
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18 Analyse des données

corrélées, 'ACP est une méthode de réduction de la dimenbious verrons cepe
dant que I'ACP peut aussi étre utilisée comme une méthodetetibn de valeu

santes. Cette propriété se révele utile en contréle detdunliltidimensionnel.

1.2. Tableau de données et espaces associés

1.2.1. Les données et leurs caractéristiques

représentant les individus etpécolonnes correspondant aux variables. Le choi
individus et des variables est une phase essentielle quémfe dans une large meg

variables doivent notamment décrire le plus possible Iéapménes que I'on cherg
a mettre en évidence.

Le plus souvent, I'ACP traite des variables numériquesrai#e a I'issue de m

permet d’intégrera posteriorj des variables qualitatives nominales.

1.2.1.1. Le tableau de données
On noteX la matrice de dimensiofn, p) contenant les observations :

z; ... af

_ 1 J P
X = T; T; T
1 J

T, T,

oU;r{ est la valeur de I'individd pour la variablg que I'on noterax’ et qui sera ide
tifiée au vecteur de composanteér?, ..., z%)'. De méme lindividu; sera identifi
au vecteur; ap composantes aveg = (z},...,z")".

Le tableau 1.1 est un exemple d'un tel tableau de donnée=ryita a l'illustratiof
de nos explications. Les traitements seront effectuésgrédogiciel SPAD, versi(
51,

1. DECISIA (anciennement CISIA-CERESTA) Building Hoche, & Auger, 93697 Pan
cedex)

Les données sont généralement sous la forme d’un tablemgedaire & ligne$

rs

aberrantes multidimensionnelles notamment par I'exglinih des derniéres compo-

des
ure

les résultats d’'une ACP. Ce choix doit étre fait en foncties thuts de I'étude; les
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sures. Mais elle permet aussi le traitement de variablesales comme des notes
ou des rangs. Nous verrons dans la suite la notion de vasiahfgplémentaires qui
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NOM PAYS TYPE PG CA MG NA K SUL NO3 HCO3 CL
Evian F M P 78 24 5 1 10 3.8 357 4.5
Montagne des Pyrénées F S P 48 11 34 1 16 4 183 50
Cristaline-St-Cyr F S P 71 55 112 3.2 5 1 250 20
Fiée des Lois F S P 89 31 17 2 47 0 360 28
Volcania F S P 41 17 27 09 11 038 258 0.9
Saint Diéry F M G 85 80 38 65 25 19 1350 285
Luchon F M P 265 1 08 02 82 18 781 2.3
Volvic F M P 99 61 94 57 69 63 65.3 8.4
Alpes/Moulettes F S P 63 10.2 1.4 04 513 2 1732 1
Orée du bois F M P 234 70 43 9 635 1 292 62
Arvie F M G 170 92 650 130 31 0 2195 387
Alpes/Roche des Ecrins F S P 63 10.2 14 04 513 2 1732 10
Ondine F S P 461 43 6.3 35 9 0 1635 35
Thonon F M P 108 14 3 1 13 12 350 9
Aix les Bains F M P 84 23 2 1 27 02 341 3
Contrex F M P 486 84 9.1 3.2 1187 27 403 8.6
La Bondoire Saint Hippolite F S P 86 3 17 1 7 19 256 21
Dax F M P 125 30.1 126 19.4 365 0 164.7 156
Quézac F M G 241 95 255 49.7 143 1 16854 38
Salvetat M G 253 11 7 3 25 1 820 4
Stamna GRC M P 481 92 126 04 9.6 0 1733 213
lolh GR M P 541315 82 08 15 6.2 267.5 135
Avra GR M P 1108 9.9 84 0.7 39.7 356 3088 8
Rouvas GRC M P 25.7 10.7 8 04 96 31 1172 124
Alisea IT M P 123 26 25 06 101 25 416 09
San Benedetto IT M P 46 28 68 1 58 6.6 287 24
San Pellegrino IT M G 208 55.9 43.6 2.7 549.2 0.45 219.6 74.3
Levissima IT M P 198 18 17 18 142 15 56.5 0.3
Vera IT M P 36 13 2 06 18 36 154 2.1
San Antonio IT M P 325 61 49 07 16 43 1355 1
La Frangaise F M P 354 83 653 22 1055 0 225 982
Saint Benoit F S G 461 43 63 35 9 0 1635 35
Plancoét F M P 36 19 36 6 43 0 195 38
Saint Alix F S P 8 10 33 4 20 05 84 37
Puits Saint Georges/Casino  F M G 46 33 430 185 10 8 1373 39
St-Georges/Corse F S P 5.2 2.43 14.05 1.15 0 305 25
Hildon bleue GB M P 97 17 77 1 4 264 236 16
Hildon blanche GB M G 97 17 77 1 4 55 236 16
Mont Roucous F M P 1.2 02 28 04 33 23 49 3.2
Ogeu F S P 48 11 31 1 16 4 183 44
Highland spring GB M P 35 85 6 0.6 6 1 136 7.5
Parot F M G 99 88.1 968 103 18 1 3380.51 88
Verniére F M G 190 72 154 49 158 0 1170 18
Terres de Flein F S P 116 4.2 8 25 245 1 333 15
Courmayeur IT M P 517 67 1 2 1371 2 168 1
Pyrénées F M G 48 12 31 1 18 4 183 35
Puits Saint Georges/Monoprix F M G 46 34 434 185 10 8 1373 39
Prince Noir F M P 528 78 9 3 1342 0 329 9
Montcalm F S P 3 06 15 04 87 09 52 0.6
Chantereine F S P 119 28 7 2 52 0 430 7
18 Carats F S G 118 30 18 7 85 0.5 403 39
Spring Water GB S G 117 19 13 2 16 20 405 28
Vals F M G 452 21.3 453 328 389 1 1403 27.2
Vernet F M G 335176 192 287 14 1 734 6.4
sidi harazem MA S P 70 40 120 8 20 4 335 220
sidi ali MA M P 12,02 87 255 28 417 0.1 103.7 14.2
montclar F S P 41 3 2 0 2 3 134 3

Tableau 1.1.Exemple de données
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20 Analyse des données

Le fichier comprend 57 marques d’eau en bouteilles décraed p variables e
plicitées dans le tableau 1.2. Les données proviennenhé@snations fournies s
NOM Nom complet de I'eau inscrit sur I'étiquette

PAYS Pays d’origine : immatriculation automobile officejlparfois, une lettre
supplémentaire est nécessaire, par exemple la Créte : GRCHGréte)

TYPE M comme eau minérale ou S comme eau de source
PG P comme eau plate, G comme eau gazeuse

CA  ions calcium en mg/litre

MG  ions magnésium en mg/litre

NA  ions sodium en mg/litre

K ions potassium en mg/litre

SUL ions sulfates en mg/litre

NO3 ions nitrates en mg/litre

HCO3 ions carbonates en mg/litre
CL ions chlorures en mgl/litre

Tableau 1.2.Descriptif des variables

les étiquettes des bouteilles. Les variables numériquesefiat un ensemble ho
gene et de ce fait elles seront considérées toutes commeadables actives d
I'analyse (voir paragraphe 1.4.3). Si I'on disposait ddaldes de nature différen
par exemple du prix de la bouteille, on mettrait cette vdeiam supplémentaire. H
contre les variables qualitatives PAYS, TYPE, PG sont foreét mises en supp
mentaire.

1.2.1.2. Résumés numériques associés
1.2.1.2.1. Point moyen ou centre de gravité

Le vecteurg des moyennes arithmétiques de chacunepdesriables définit |
point moyen. On g = (z',...,77)" avecz’ =Y.' | p;z..

Si les données ont été recueillies a la suite d'un tiraget@iéaa probabilité
egales, les: individus ont tous la méme importance dans les calculs dexigais
tigues de I'échantillon. On leur affecte donc un paigs= 1/n.

Il peut cependant étre utile pour certaines applicationsaailler avec dep;
différents d’un individu a I'autre (échantillons redressdonnées groupées,...).
poids qui sont des nombres positifs de somme 1 comparables &iédjuences sg
regroupés dans une matrice diagonale de taille

y41

DP
Pn

On a alors les expressions matricielles suivantgs= X'D,1 ou 1 représente
vecteur deRP dont toutes les composantes sont égales a 1. On obtientataidea
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Analyse en composantes principales

1.2.1.2.2. Matrice de variance et matrice de corrélation

Onnotes? = S| pi(z] —7)2 etoge = 31, pi(al —7%)(af —7°) respective

ment la variance de la variabjeet la covariance des variable®t /. On les regrouy
dans la matrice de variance noeOnal = X'D,X —gg' =Y'D,Y.

De méme, on définit le coefficient de corrélation linéaireetds variableg et
Loy ; i_gd
parry, = 2*£. En notantZ le tableau centré réduit tel que¢ = Li=" onaave

Sk Se " sJ

Z =YD, ,, avecD, ,, la matrice diagonale des inverses des écarts-types :

]./81
Dl/s =
1/sp

On noteR la matrice regroupant les coefficients de corrélation lmeéantre lesp
variables prises deux a deux; oa= D, ,,V Dy /,. R est la matrice de variance
données centrées réduites. Elle résume la structure deadkmces linéaires entre
ip variables.

Les tableaux 1.3 et 1.4 contiennent les résumés numériggesias a I'exemp
du tableau de données.

gy +
| VARIABLE | MOYENNE ECART-TYPE | MINIMUM  MAXIMUM

gy +
| CA | 102.46  118.92 | 1.20  528.00 |
| MG | 25.86 28.05 | 0.20 95.00 |
| NA I 93.85  195.51 | 0.80  968.00 |
| K I 11.09 24.22 | 0.00  130.00 |
| SUL I 135.66  326.31 | 1.10  1371.00 |
| 03 | 3.83 6.61 | 0.00 35.60 |
| HCO3 | 442.17  602.94 | 4.90 3380.51 |
| CL I 52.47  141.99 | 0.30  982.00 |
gy +

| CA MG NA K SUL NO3 HCO3 CL
_____ A o e
CA | 1.00
MG | 0.70 1.00
NA | 0.12 0.61 1.00
K | 0.13 0.66 0.84 1.00
SUL | 0.91 0.61 0.06 -0.03 1.00
NO3 | -0.06 -0.21 -0.12 -0.17 -0.16 1.00
HCO3 | 0.13 0.62 0.8 0.88 -0.07 -0.06 1.00
CL | 0.28 0.48 0.59 0.40 0.32 -0.12 0.19 1.00
_____ A o e

Tableau 1.4.Matrice des corrélations
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22  Analyse des données

1.2.2. Espace des individus

points : chaque individu étant défini paicoordonnées est alors considéré comn

moyeng défini au paragraphe 1.2.1.2 est alors le centre de gravitéage de point

Le principe de I'ACP est de visualiser le plus fidélement giesdans un espa
de faible dimension, ce nuage de points. L'analyse repasdesudistances entre
points représentant les individus. La méthode de calculcdssdistances influer

avant toute étude.

1.2.2.1.La métrique
Dans la géométrie de I'espace physique usuel a 3 dimens$gocalcul est simp

compliqué car comment calculer des distances entre indidécrits par des variab
exprimées dans des unités aussi différentes que des frdexdkg ou des km?
formule de Pythagore est aussi arbitraire qu’une autre tiisawa donc la formulatia
générale suivante M/ étant une matrice symétrique définie positive de tailldg
distance entre deux individus etx; est définie par la forme quadratique :

d*(xi,%;) = (xi — x;)' M(x; — x;) = d*(i, ).

En théorie, le choix dé/ dépend de I'utilisateur qui seul peut préciser la mét
adéquate. Mais en pratique, les métriques usuelles en AttRasmétriqueM = ]|
a utiliser si les variances ne sont pas trop différentes tesginités de mesures s
identiques, et la métriqué/ = D, /=, métrique diagonale des inverses des varia
dans le cas contraire. Cette derniére est la plus utilisést(toption par défaut d
beaucoup de logiciels d’ACP) car en plus de permettre déraiathir des unités
mesure, elle donne a chaque caractére la méme importanie que soit sa dispe
sion dans le calcul des distances. En effet, cela reviemharegles variables ce qui
rend sans dimension et toutes de méme variance 1. Ainsi @xesrple, les écart
types des huit variables étant trés différents (figure 1le8)yariables seront réduite

REMARQUE.— Toute matrice symétrique positive peut s’écrireM = TT'. On g
alors :x;Mx; = x;T'"Tx; = (T'x;)'(T'x;). Il est donc équivalent de travailler a
X et la métriqueM ou avec la métriqué et le tableau transform&T". Ainsi, I'ACP
usuelle consistera a réduire les variables et a utiliserd&riquel. C'est ce qu'o
appelle une ACP normée.

1.2.2.2.L'inertie

Dans I'approche géométrique de Pearson, on associe auxe®mom nuage e

eun

elément d'un espace vectoriel de dimensgigpappelé espace des individus. Le point

S.

ce
les
ce

dans une large mesure les résultats de I'analyse. |l esteksantiel de la déterminer

e

par application de la formule de Pythagore. Par contre,aisstjue le probleme est
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Analyse en composantes principales

Elle mesure la dispersion du nuage autour de son centre digégi@n note

n n
Iy = Zpi(xi -g)'M(x;—g) = ZpiHXi - gl]”.
i=1 i=1

On montre que I'inertie en un poiatquelconque définie par

a—ZpH )M (x; — a)

se décompose suivant la relation de Huygens

I,=1,+(g—a)M(g—a) =1, +||g —al*

des carrés de toutes les distances entre les n individus. Idgalité la plus utilisé
est la suivante :
I =trace(MV) = trace(VM).

valeurs des variables mais uniquement de leur nombre.

une métriquel/ quelconque, on pourra se reporter aux ouvrages de SapHifadd
ou de Lebart, Morineau et Piron [LEB 95].

1.2.3. Espace des variables

Chaque variable est définie parcoordonnées; on la considére alors comm

sede, lorsque les variables sont centrées, les proprigtésites :

- le produit scalaire de deux variablesetx’ est(x*)' D,xt =31 | pzbat qu
est égal a la covarianegy,

— le carré de la norme d’une variable est égal alors a sa warjpd ||7, = s> e
I'écart-type représente la « longueur » de la variable,

k

— en notan®y, I'angle entre deux variables, oncas 6, = W\Tj\\ ;% =

rr¢, le coefficient de corrélation linéaire.

Ainsi lorsqueM = I, I'inertie est égale a la somme des variancesdegariables
et dans le cas de la métriqué = D, /=, elle est égale a la trace de la matrice de
corrélation, c’est-a-dire ale nombre de variables; I'inertie ne dépend alors pas des

Dans la suite de cet article, on se placera dans ce cas. P@P yénérale avec

23

Par ailleurs, on peut montrer que l'inertie totale est égdke moitié de la moyenhe

e un

vecteur d’'un espace a n dimensions appelé espace des eariRblur le calcul des
« distances » entre variables, on utilise la métrigyediagonale des poids qui pps-

Dans I espace des varlables on s'intéressera donc au&saptgltot qu’'aux dlstances




24 Analyse des données

1.3. Lanalyse en composantes principales
1.3.1. Principe général de la méthode

Rappelons que le but de I'ACP est de fournir des représentasiynthétiques
vastes ensembles de données numériques essentiellernsrfosme de visualis
tions graphiques planes. Les espaces initiaux de repedierd des individus et d
variables étant de trop grandes dimensions, il est implesdiip visualiser le nuag
de points. On cherche donc des espaces de dimension rédigiesfent au mieux
nuage de points, c’est-a-dire qui respectent le plus pledsiltonfiguration initiale.

La méthode consiste a projeter le nuage de points en mimiressdéformatior
des distances inhérentes a la projection. Cela revientigichespace de projecti

[F' qui maximise le critere
n n
SO pipid (i, ).
i=1 j=1
Le sous-espace recherché est tel que la moyenne des cadistdaces entre poi
projetés est maximale (la projection raccourcit les distal), c'est-a-dire qu'il fa
que l'inertie du nuage projetée soit maximale.

On montre [SAP 90] que la recherche du sous espapeut s’effectuer de fac
séquentielle : on cherche d’abord le sous-espace de diomehsi’inertie maximal
puis le sous-espace de dimension 1 orthogonal au précélilesittié maximale ¢
ainsi de suite.

1.3.2. Facteurs principaux et composantes principales

Nous commencons par la recherche d’'un sous-espace de dbménseprésen
par une droite définie par un vecteur unitaire= (u1, . ..,u,)" . Comme on 'a expl
qué au paragraphe précédent, le vecteur doit étre tel qpedgstions des points S
cette direction aient une inertie maximale. La projectiarcoordonnée; d’un indi-

c; des individus suA forme une nouvelle variable artificielle = (cy,...,c,)" =
%, x/u; = Xu; c’est une combinaison linéaire des variables initialéisektie
(ou variance) des points projetés gus'écrit donc :

var(c) = Zpic? =c'Dc=u'X'DXu=uVu.

Rappelons qu’on se limite au cas usuel de I’ACP normée ; laiceade variance d
données centrées réduites correspond donc a la matricerdatonR. Le critére d
maximisation de I'inertie des points projetés aus’écrit alors :

maxu'Vu = maxu'Ru

vidu i surA est définie par ¢; = Z’]?:l xfuj (figure 1.1). La liste des coordonng
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Xz
X1
A
-
x!
..... o
X2

Figure 1.1. Projection sur une direction\

sous la contrainta’u = 1.

On montre que la solution de ce probléme de maximisationedfarme quadr
tique estu; le vecteur propre dé? associé a la plus grande valeur propse Or
cherche ensuite le vecteug orthogonal a1, tel que I'inertie des points projetés
cette direction soit maximale. De facon analogue, on momtiesu, est le vectel
propre deR associé a la deuxieme plus grande valeur prapr@lus généralement
sous-espace@dimensions recherché est engendré pag [@&miers vecteurs prop
de la matriceR associés aux plus grandes valeurs propres.

Les vecteura1; sont appelés lefacteurs principauxlls contiennent les coef
cients des variables initiales dans la combinaison lieéait X u.

Les composantes principales sont les variables artigseléfinies par les facte

nales des individus sur les axes définis panigs

En pratique, I'ACP va donc consister & diagonaliser la roatfi pour obtenir Ie
u; et a calculer les composantes principatés= Xu;.

Les résultats pour I'exemple des eaux figurent dans lesaakle.5 et 1.6.

Fommmm o Fommm o [ Fommm e +
| NUMERO | VALEUR | POURCENT.| POURCENT.|
I | PROPRE | | CUMULE |
o - R [ R +
I 1 | 3.8168 | 47.71 | 47.71 |
| 2 | 2.0681 | 25.85 | 73.56 |
| 3 | 0.9728 | 12.16 | 85.72 |
I 4 | 0.7962 | 9.95 | 95.67 |
I 5 | 0.1792 | 2.24 | 97.91 |
I 6 | 0.0924 | 1.16 | 99.07 |
| 7 | 0.0741 | 0.93 | 100.00 |
| 8 | 0.0004 | 0.00 | 100.00 |
oo - R — [ R +

25
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e ——— Fo———————-————————————————————-- e
I VARTABLES | VECTEURS PROPRES I
A A +
|IDEN - LIBELLE COURT | 1 2 3 4 5 |
o g +
| cA | -0.28 -0.54 -0.17 -0.20 0.01 |
I MG | -0.47 -0.18 -0.04 -0.17 -0.46 |
I NA | -0.44 0.29 -0.03 0.17 0.62 |
I K | -0.43 0.32 0.01 -0.12 -0.45 |
I SUL | -0.23 -0.60 -0.03 -0.03 0.33 |
I NO3 | 0.12 0.06 -0.97 0.15 -0.06 |
I HCD3 | -0.40 0.35 -0.13 -0.35 0.24 |
I CL | -0.32 -0.07 0.07 0.86 -0.15 |
o g +

Tableau 1.6.Vecteurs propres
1.3.3. Propriétés des facteurs principaux et des composantesgpiales

1.3.3.1. Variance d’'une composante principale

La variance d’une composante principale est égale a lanvpiepre) : var(c;) =
\;. En effet, par définition on ¥u = Ru etu’u = 1 et donc

varlc) = c'De =u'X'DXu=u'Vu=uRu=1u'(Au) = A\u'u =\

Ainsi les composantes principales sont les combinaisoésilies des variables i
tiales de variance maximale.
1.3.3.2. Propriété supplémentaire

c! est la variable la plus liée awd au sens de la somme des carrés des cq
tions : E” , 7?(c,x?) est maximal. En effet, on montre [SAP 90] que

p ! !
. DZZ7Z"Dc
2 7\ — c
ZT (e,x) ¢'Dc

ou Z est le tableau centré réduit. Le maximum de ce quotient est dtteint pouk
vecteur propre d& Z' D associé a sa plus grande valeur propfeZ! Dc = \c.

La composante principale est donc combinaison linéaire des colonnesZds
c = ZuetalorsZZ'Dc = Ac devientZZ'DZu = A\Zu. Maison aZ'DZ = R
d'ol: ZRu = AZuetsiZ estderang : Ru = \u.

1.3.3.3. Formules de reconstitution

On aXu; = ¢/; en post-multipliant les deux membres de cette relationuy)
et en sommant suf, il vient X 37, u;u) = Y37, ¢/uj. On montre facile'me
que}"7_, uju; = I car lesu; sont orthonormés. On trouve alaks= 37 c’u

hi

rréla-

On peut donc alnS| reconstltuer le tableau de données ec)emmartlr des facteL
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correspondant aux plus grandes valeurs propres, on obtient alors la meillapfe
proximation deX par une matrice de rangau sens des moindres carrés (théofeme
d’Eckart-Young).

En résumé, on peut dire que I'ACP consiste a transformerdeahies initiale
xJ corrélées en de nouvelles variables, les composantespaiesc’ combinaisorjs
linéaires desc/ non corrélées entre elles, de variance maximale et les igles &u
x/ : 'ACP est une méthode factorielle linéaire.

)

X

Il existe des extensions de I’ACP au cas non linéaire ;: onaextte des transforma-
tions des variables par exemple par des fonctions splines 8] disponibles dans
certains logiciels (procédure prinqual de SAS).

1.4. Interprétation des résultats d'une ACP

L'ACP fournit des représentations graphiques permettanitglaliser les relatiopns
entre variables ainsi que I'existence éventuelle de gredfirdividus et de groupgs
de variables. Les résultats d’'une ACP se présentent soosta fde graphiques plans
et de tableaux dont I'interprétation constitue une desghkes plus délicates de I'ana-
lyse et doit se faire selon une démarche précise que nougeaps dans la suite.

Avant d'aborder la phase d’interprétation proprement, dlieest utile de commen-
cer par une breve lecture préliminaire des résultats ddnitlest en gros de s’assurer
du contenu du tableau de données. En effet, il est possibd® gxaminant le pre-
mier plan principal on observe quelques individus comphitet extérieurs au reste
de la population traduisant la présence soit de donnéeséasdelles que des faltes
de frappes ou une erreur de mesure qu’il faut corriger soitdd/idus totalement dif-
férents des autres qu'il faut retirer de I'analyse pour miebserver les individus
restants ; on pourra les réintroduaosterioricomme éléments supplémentaires.

A la suite de cette étude préalable, on peut alors examingludereés les résultats
de I'ACP ; on passe a la phase d'interprétation qui compdusigurs étapes.

REMARQUE.— Bien qu'il existe une maniére de représenter simultaméineividus
et variables appelée « biplot» [GOW 96], nous préconisomspigsenter séparément
les deux ensembles pour éviter des confusions.

1.4.1. Qualité des représentations sur les plans principaux

L'ACP permet d’obtenir une représentation graphique dd#&/idus dans un es-
pace de dimension plus faible quenais celle-ci n’est qu’une vision déformée de la
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consiste & apprécier cette déformation ou autrement dér& pl'information enge
drée par la réduction de la dimension et a déterminer le nexfibxes a retenir.

tage d'inertie totale expliquée. Il est défini par :

AL+ A4+ A _)‘1+)‘2+---+/\k
/\1+)\2+...+)\k+...+/\p_ Ig )

D’abord au niveau des variables initiales, leur nombre @w# pris en compte :

tableau de 100 variables.

représentation indépendamment du pourcentage d’indaiag En effet, il est po

projection deux individus soient trés proches, cette pnibé peut étre illusoire si |
deux individus sont éloignés danys- (figure 1.2).

X1

/
0) Lfl fo

|

X2

Figure 1.2. Projections proches de points éloignés

cosinus de I'angle entre le plan principal et le vecteur Si ce cosinus est gransl;

1.4.2. Nombre d’axes a retenir

C’est un point essentiel de 'ACP mais qui n'a pas de solutigoureuse. Il exis
des critéres théoriques qui reposent sur des tests spaéistiou des intervalles

Le critere habituellement utilisé pour mesurer la qualiténd ACP est le pourcen-

C’est une mesure globale qui doit étre complétée par d'auwtomsidérations.

pourcentage de 10% n’'a pas le méme intérét sur un tableau dgar2bles et un

Ensuite, pour les individus, il faut envisager pour chaclauxl la qualité de sa

La mesure la plus fréquente de la qualité de représentationindividu est le

sera voisin du plan, on pourra alors examiner la positioragegjection sur le plan gar
rapport a d’autres points; si ce cosinus est faible, on sgegaide toute conclusion.

[

S_

sible d’avoir un premier plan principdl, avec une inertie totale importante et qu’en

eS
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le plus fréquent des matrices de corrélation, les seulsrestapplicables sont des

a 1 ce qui revient a ne s'intéresser qu'aux composantes qpertent » plus que |
variables initiales.

valeurs propres I'existence d’'un coude. Mais ceci n'esttpapurs aisé en pratiqu

Pour I'exemple des eaux, I'utilisation conjointe de la e2dé Kaiser et de I'hist
gramme des valeurs propres (tableau 1.7, qui présente die equés la deuxieme

expliqguée de 73.56%. Le troisieme axe s'interpréete aisémais comme il s’identif
a la variable NO3 (corrélation de -0.96), et n’est pas céraéix autres , son intérét
limité.

POURCENT. | POURCENT.

| CUMULE
+

VALEUR
PROPRE

+ + +
| | |
| | |
+ + +
| 3.8168 | 47.71 47.71

| 2.0681 | 25.85 73.56

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
+ + +

0.9728 12.16
0.7962

85.72 FREEREERREEREEERRERRE

9.95 95.67 FREERREERRERRRERR
0.1792
0.0924
0.0741

0.0004

|
|
|
|
2.2¢ | 97.91 *EEE
1.16 | 99.07 **
0.93 | 100.00
|
+

0.00 100.00

*x
*

o+ —— +

O N oW N e

Tableau 1.7.Histogramme des valeurs propres

1.4.3. Interprétation interne

directement & I'analyse. Les variables et individus ac#fssent a calculer les a

intéressantes : ce sont les variables principales de Bétuels variables supplém

plémentaires entre elles mais seulement a leurs cornééadicec les variables acti
a travers les composantes principales. L'interprétatid@rne consiste a étudier

supplémentaires se fait a travers la phase d’interprétatiterne.

1.4.3.1.Les variables

On utilise aussi la régle du coude qui consiste a détectelesdiagramme de

leur propre, nous conduit a retenir deux axes correspodampourcentage d’inerti

Les résultats d’'une ACP sont obtenus a partir des variablesliwidus appelés
eléments actifs par opposition aux éléments supplémestgiti ne participent pas

L'ACP construit les composantes principales, nouvellegides artificielles com-
binaisons linéaires des variables initiales. Interpréter ACP, c’est donner une signi-

fication a ces compaosantes principales (en fonction deahles initiales). Cela se

cri-

teres empiriques dont le plus connu est celui de Kaiser : anéles centrées réduites,
on retient les composantes principales correspondantiZatias's propres supérieures

S

o

a-
e

est

es

principaux; les variables et individus supplémentairas goojetés ensuite sur ¢es
axes. Les variables actives (numériques) sont celles @snintercorrélations sant

en-

taires apportent une information utile pour caractérigsrihdividus mais ne servent
pas directement a I'analyse : on ne s'intéresse pas auXa&ioré des variables syp-

es
les

résultats en se basant sur les variables et les individifs.dcétude des éléments
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fait de fagon naturelle a travers le calcul de coefficientsateélation linéaire(c, x7)

les plus forts en valeur absolue et proches de 1 (tableau 1.8.

Dans le cas usuel de 'ACP normée, on travaille avec des ésroentrées rédui
et le calcul de*(c, x?) est particulierement simple. On montre en effet gliex?) =

\/CXllj.

Ao o +
| VARIABLES | COORDONNEES |
----------------------------- gy}
|IDEN - LIBELLE COURT | 1 2 3 4 5 |
|- g +
| CA | -0.55 -0.78 -0.17 -0.18 0.01 |
| MG | -0.91 -0.25 -0.04 -0.15 -0.20 |
| NA | -0.86 0.41 -0.03 0.15 0.26 |
| K | -0.84 0.46 0.01 -0.11 -0.19 |
| SUL | -0.45 -0.87 -0.03 -0.03 0.14 |
| NO3 | 0.23 0.09 -0.96 0.13 -0.03 |
| HCO3 | -0.78 0.50 -0.13 -0.31 0.10 |
| CL | -0.62 -0.10 0.07 0.77 -0.06 |
g gy +

Tableau 1.8.Corrélations variable-facteur ou coordonnées des vagabl

On synthétise usuellement les corrélations des variabl@syn couple de comp
santes sur un graphique appelé cercle de corrélation suglledpaque variable’ es
repérée par une abscisge',x’) et une ordonnée(c?, x’). L'examen du cercle (
corrélation permet de détecter les éventuels groupes d#bies qui se ressembl
oU au contraire qui s'opposent donnant ainsi un sens auxpaxEspPauX.

Ainsi pour notre exemple illustratif (figure 1.3), 'axe lte®rrélé négativeme
a toutes les variables (& I'exception de NO3 qui n’est pasiféigtif) : les eaux lg
plus & gauche dans le plan factoriel sont celles les plugiébaren minéraux. L'a
2 oppose les eaux a forte teneur en calcium et sulfates & cigllees en potassium
carbonates.

REMARQUE.— Effet « Taille » : Lorsque toutes les variables initialestpositivemer
corrélées entre elles, la premiére composante princiggieitk un facteur de taille
En effet, on sait qu'une matrice symétrique ayant tous sesete positifs admet
premier vecteur propre dont toutes les composantes sontédeersigne. On pe
les choisir positifs et alors la premiére composante seséipement corrélée av|
toutes les variables et les individus sont rangés sur I'agarlivaleurs croissantes
I'ensemble des variables (en moyenne).

La deuxiéeme composante principale différencie alors ddwioius de « taille

entre composantes principales et variables initialesnetiatéresse aux coefficients

es

O_
[
le

ent

et

M

emblable : on l'appelle facteur de forme
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Facteur2

0.4

Facteur

Figure 1.3. Représentation des variables dans le plan 1,2

1.4.3.2.Les individus

L'étude des individus consiste a examiner leurs coordosieéeurtout les rep
sentations graphiques, appelés plans principaux (figdneqli en résultent, le b

ou qui se distinguent. Dans le cas ou les individus ne sonapasymes, ils aiderg
ainsi & donner un sens aux axes principaux; par exemple benetera des indiy
dus opposés le long d'un axe. Inversement, I'utilisatios sultats de I'étude d

ayant une forte coordonnée positive sur I'axe 1 sont catiaégpar une valeur de
variable nettement supérieure a la moyenne (I'origine des eeprésente le centre
gravité du nuage de points).

Dans cette étude des individus, il est aussi trés utile dwésgsser pour chag
axe aux contributions apportées par les différents indiwichr elles peuvent aidg

I'individu i de lak® composante;, et\, = Y7, pics;.

On s'intéressera aux contributions importantes c’'esiréaklles qui excédent
poids de l'individu concerné

. ’ . & . s 2. ~ ~ 7
I'interprétation des axes. Elle est définie gggx% ol ¢;, ou représente la valeur pour

31

étant de voir comment se répartissent les individus, qoelsceux qui se ressemblent

nt

es

variables permet d’interpréter les individus. En effetstpue par exemple la premigre
composante est trés corrélée avec une variable initidi segnifie que les individlis

a
de

ra

e
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Figure 1.4. Représentation des individus dans le plan 1,2

Cependant, il faut prendre garde a un individu ayant uneribaibn excessive
qui constitue un facteur d’instabilité : le fait de le retipeut modifier profondément

ZoA

le résultat de I'analyse. On a alors intérét a effectuemlgse en I'éliminant puis alle
rajouter ensuite en élément supplémentaire si, bien stk s'agit pas d’'une donnée
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4

- + + +
| INDIVIDUS | COORDONNEES | CONTRIBUTIONS | COSINUS CARRES

| + + +

| IDENTIFICATEUR P.REL DISTO | | 4 51 1t 2 3 4 5

. + + +

| Evian 1.75  0.71 | 0.72 0.06 0.06 -0.21 -0.18 | 0.2 0.0 0.0 0.1 0.3 | 0.73 0.01 0.01 0.06 0.04
| Montagne des Pyrénées 1.75 1.08 | 0.95 0.19 0.16 0.33 0.01 | 0.4 0.0 0.0 0.2 0.0 | 0.84 0.04 0.02 0.10 0.00
| Cristaline-St-Cyr 1.75 1.38 | 0.98 0.16 0.54 0.00 0.07 | 0.4 0.0 0.5 0.0 0.0 | 0.69 0.02 0.21 0.00 0.00
| Fiée des Lois 1.75 0.80 | 0.38 -0.11 0.60 -0.21 -0.22 | 0.1 0.0 0.7 0.1 0.5 | 0.18 0.02 0.45 0.05 0.06
| Volcania 1.75 2.81 | 1.45 0.33 0.71 0.15 0.07 | 1.0 0.1 0.9 0.1 0.0 | 0.75 0.04 0.18 0.01 0.00
| Saint Diéry 1.75 16.07 | -3.54 1.48 0.13 0.56 -0.95 | 5.8 1.9 0.0 0.7 8.9 | 0.78 0.14 0.00 0.02 0.06
| Luchon 1.75 2.36 | 1.40 0.25 0.52 0.12 0.11 | 0.9 0.1 0.5 0.0 0.1 | 0.83 0.03 0.12 0.01 0.00
| Volvic 1.75  2.12 | 1.32 0.41 -0.12 0.24 -0.11 | 0.8 0.1 0.0 0.1 0.1 | 0.82 0.08 0.01 0.03 0.0
| Alpes/Moulettes 1.75  1.31 | 1.07 0.01 0.40 -0.06 0.04 | 0.5 0.0 0.3 0.0 0.0 | 0.87 0.00 0.12 0.00 0.00
| Orée du bois 1.75  6.37 | -1.22 -2.02 0.16 -0.49 -0.37 | 0.7 3.5 0.0 0.5 1.4 | 0.23 0.64 0.00 0.04 0.02
| Arvie 1.76 52.52 | -6.51 2.67 0.10 0.35 -1.25 | 19.5 6.1 0.0 0.3 15.4 | 0.81 0.14 0.00 0.00 0.03
| Alpes/Roche des Ecrins  1.76 1.3t | 1.07 0.01 0.40 -0.06 0.04 | 0.5 0.0 0.3 0.0 0.0 | 0.87 0.00 0.12 0.00 0.00
| Ondine 1.75 1.93 | 1.14 0.22 0.74 -0.03 0.06 | 0.6 0.0 1.0 0.0 0.0 | 0.67 0.03 0.28 0.00 0.00
| Thonon 1.75 2.35 | 0.96 0.05 -1.17 0.01 -0.10 | 0.4 0.0 2.5 0.0 0.1 | 0.39 0.00 0.58 0.00 0.00
| Aix les Bains 1.75 0.99 | 0.66 -0.03 0.59 -0.30 -0.12 | 0.2 0.0 0.6 0.2 0.1 | 0.44 0.00 0.35 0.09 0.02
| Contrex 1.75 25.50 | -2.18 -4.29 -0.57 -1.40 0.07 | 2.2 15.6 0.6 4.3 0.0 | 0.19 0.72 0.01 0.08 0.00
| La Bondoire Saint Hippol 1.75 6.57 | 1.33 0.26 -2.13 0.41 0.00 | 0.8 0.1 8.2 0.4 0.0 | 0.27 0.01 0.69 0.03 0.00
| Dax 1.75 1.78 | -0.62 -0.64 0.61 0.61 -0.07 | 0.2 0.3 0.7 0.8 0.0 | 0.22 0.23 0.21 0.21 0.00
| Quézac 1.76 15.10 | -3.37 0.36 -0.18 -1.56 -0.78 | 5.2 0.1 0.1 5.4 6.0 | 0.75 0.01 0.00 0.16 0.04
| Salvetat 1.75  3.00 | 0.1 -0.41 0.14 -0.77 0.25 | 0.0 0.1 0.0 1.3 0.6 | 0.00 0.06 0.01 0.20 0.02
| Stamna 1.75 1.66 | 1.04 0.16 0.73 0.06 0.04 | 0.5 0.0 1.0 0.0 0.0 | 0.66 0.01 0.32 0.00 0.00
| Tolh 1.75  1.00 | 0.73 0.09 -0.24 -0.05 -0.35 | 0.2 0.0 0.1 0.0 1.2 | 0.53 0.01 0.06 0.00 0.12
| Avra 1.75 24.03 | 1.45 0.22 -4.63 0.58 -0.22 | 1.0 0.0 38.7 0.7 0.5 | 0.09 0.00 0.89 0.01 0.00
| Rouvas 1.75 1.63 | 1.20 0.23 0.32 0.14 -0.04 | 0.7 0.0 0.2 0.0 0.0 | 0.88 0.03 0.06 0.01 0.00
| Alisea 1.75 2.43 | 1.44 0.30 0.45 0.16 0.06 | 0.9 0.1 0.4 0.1 0.0 | 0.85 0.04 0.08 0.01 0.00
| San Benedetto 1.75 1.13 | 0.83 0.18 -0.29 -0.09 -0.30 | 0.3 0.0 0.2 0.0 0.9 | 0.61 0.03 0.08 0.01 0.08
| San Pellegrino 1.75 4.15 | -0.74 -1.79 0.33 -0.21 -0.15 | 0.3 2.7 0.2 0.1 0.2 | 0.13 0.77 0.03 0.01 0.01
| Levissima 1.75 2.40 | 1.38 0.27 0.58 0.11 0.07 | 0.9 0.1 0.6 0.0 0.0 | 0.80 0.03 0.14 0.01 0.00
| Vera 1.75 1.42 | 1.15 0.18 0.21 0.03 -0.07 | 0.6 0.0 0.t 0.0 0.0 | 0.93 0.02 0.03 0.00 0.00
| San Antonio 1.75 1.80 | 1.30 0.27 0.13 0.10 0.02 | 0.8 0.1 0.0 0.0 0.0 | 0.94 0.04 0.01 0.01 0.00
| La Frangaise 1.75 68.27 | -5.64 -2.83 0.45 5.28 0.55 | 14.6 6.8 0.4 61.3 3.0 | 0.47 0.12 0.00 0.41 0.00
| Saint Benoit 1.75 1.93 | 1.14 0.22 0.74 -0.03 0.06 | 0.6 0.0 1.0 0.0 0.0 | 0.67 0.03 0.28 0.00 0.00
| Plancoét 1.75 1.10 | 0.68 0.19 0.73 0.11 -0.12 | 0.2 0.0 1.0 0.0 0.2 | 0.42 0.03 0.49 0.01 0.01
| Saint Alix 1.75 1.88 | 1.04 0.33 0.74 0.28 -0.02 | 0.5 0.1 1.0 0.2 0.0 | 0.58 0.06 0.29 0.04 0.00
| Puits Saint Georges/Casi 1.75 6.28 | -1.29 1.62 -0.79 -0.20 1.03 | 0.8 2.2 1.1 0.1 10.3 | 0.27 0.42 0.10 0.01 0.17
| St-Georges/Corse 1.75 2.70 | 1.33 0.32 0.84 0.28 0.08 | 0.8 0.1 1.3 0.2 0.1 | 0.66 0.04 0.26 0.03 0.00
| Hildon bleue 1.75 13.11 | 1.51 0.27 -3.22 0.54 -0.08 | 1.0 0.1 18.8 0.6 0.1 | 0.17 0.01 0.79 0.02 0.00
| Hildon blanche 1.75 1.52 | 1.13 0.07 -0.15 0.07 0.12 | 0.6 0.0 0.0 0.0 0.1 | 0.84 0.00 0.02 0.00 0.01
| Mont Roucous 1.75 2.84 | 1.53 0.35 0.50 0.23 0.08 | 1.1 0.1 0.5 0.1 0.1 | 0.82 0.04 0.09 0.02 0.00
| Ogeu 1.75  1.09 | 0.97 0.19 0.16 0.29 0.01 | 0.4 0.0 0.0 0.2 0.0 | 0.87 0.03 0.02 0.08 0.00
| Highland spring 1.75  1.79 | 1.17 0.21 0.61 0.04 0.02 | 0.6 0.0 0.7 0.0 0.0 | 0.77 0.02 0.21 0.00 0.00
| Parot 1.75 63.44 | -6.61 3.99 -0.40 -1.58 1.09 | 20.1 13.5 0.3 5.5 11.6 | 0.69 0.25 0.00 0.04 0.02
| Verniére 1.75  7.65 | -2.27 0.26 0.19 -1.27 -0.88 | 2.4 0.1 0.1 3.6 7.6 | 0.67 0.01 0.00 0.21 0.10
| Terres de Flein 1.75 1.33 | 0.86 -0.03 0.45 -0.14 0.16 | 0.3 0.0 0.4 0.0 0.2 | 0.55 0.00 0.16 0.02 0.02
| Courmayeur 1.75 29.42 | -1.90 -4.83 -0.46 -1.30 0.46 | 1.7 19.8 0.4 3.7 2.1 | 0.12 0.79 0.01 0.06 0.01
| Pyrénées 1.75 1.06 | 0.98 0.19 0.14 0.23 0.00 | 0.4 0.0 0.0 0.1 0.0 | 0.90 0.03 0.02 0.05 0.00
| Puits Saint Georges/Mono 1.75 6.37 | -1.32 1.62 -0.80 -0.20 1.02 | 0.8 2.2 1.1 0.1 10.2 | 0.27 0.41 0.10 0.01 0.16
| Prince Noir 1.75 30.69 | -2.29 -4.80 -0.23 -1.46 0.33 | 2.4 19.6 0.1 4.7 1.1 | 0.17 0.75 0.00 0.07 0.00
| Montcalm 1.75 2.94 | 1.49 0.31 0.71 0.17 0.09 | 1.0 0.1 0.9 0.1 0.1 | 0.76 0.03 0.17 0.01 0.00
| Chantereine 1.75 0.87 | 0.38 -0.20 0.54 -0.42 -0.15 | 0.1 0.0 0.5 0.4 0.2 | 0.17 0.05 0.33 0.20 0.02
| 18 Carats 1.75 0.5 | 0.17 -0.22 0.48 -0.23 -0.25 | 0.0 0.0 0.4 0.1 0.6 | 0.06 0.09 0.45 0.10 0.13
| Spring Water 1.75 6.53 | 0.88 0.10 -2.37 0.23 -0.24 | 0.4 0.0 10.1 0.1 0.6 | 0.12 0.00 0.86 0.01 0.01
| Vals 1.75 7.28 | -1.54 1.82 0.24 -0.43 1.15 | 1.1 2.8 0.1 0.4 12.9 | 0.33 0.46 0.01 0.03 0.18
| Vernet 1.75 1.87 | -0.20 1.13 0.44 -0.33 0.18 | 0.0 1.1 0.3 0.2 0.3 | 0.04 0.68 0.10 0.06 0.02
| sidi harazem 1.75 1.91 | -0.38 0.13 0.12 1.10 -0.44 | 0.1 0.0 0.0 2.7 1.9 | 0.08 0.01 0.01 0.64 0.10
| sidi ali 1.75 1.98 | 1.11 0.27 0.78 0.12 0.06 | 0.6 0.1 1.1 0.0 0.0 | 0.62 0.04 0.30 0.01 0.00
| montclar 1.75 1.93 | 1.32 0.23 0.31 0.08 0.09 | 0.8 0.0 0.2 0.0 0.1 | 0.91 0.03 0.05 0.00 0.00
L

erronée qui a été ainsi mise en évidence. Des points comméERASMPAROT, sont
des exemples de tels points.

Il est & noter que lorsque les poids sont tous égaux, lesibotitms n'apporte
pas plus d’information que les coordonnées. Le tableau dn@e, en plus des co
données et des contributions, les cosinus carrés des avgledes axes principa
qui permettent de juger de la qualité de la représentatioin levparagraphe 1.4.1).

. S,

Tableau 1.9.Coordonnées, contribution et cosinus carrés des individus

or-
UX
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1.4.4. Interprétation externe : variables et individus supplémaires

Rappelons que les éléments supplémentaires n'intervigmas dans les calc

conforter et enrichir I'interprétation de ces axes.

On distingue le cas de variables numériques supplémentgicelui des variabl
qualitatives supplémentaires. Pour les variables numésigupplémentaires on
place sur les cercles de corrélation aprés avoir simplecaatilé le coefficient ¢
corrélation entre chaque variable supplémentaire et leposantes principales. L
terprétation s’effectue de la méme maniére que pour leablas actives a travers
détection des corrélations significatives.

Pour les variables qualitatives supplémentaires, en gérar se contente de
présenter chaque modalité par son centre de gravité. Geitagiciels (notamme
SPAD) fournissent des aides a l'interprétation : les valdast qui sont des mesu
de I'éloignement du point représentatif d’'une modalité rzgoport a I'origine. PIU
précisément, la valeur-test mesure cet éloignement en mod¥ecart-type d’'une |
normale. Elles permettent de mettre en évidence une po®ticentrée d'un so
groupe d’individus. Une modalité sera considérée comnmafiigtive d’'un axe si |
valeur-test qui lui est associée est supérieure en valsotwba 2 (au risque 5%).

Ainsi dans I'exemple, le centre de gravité des eaux gaz€aspar voie de cons
quence celui des eaux plates) est a plus de 3 écarts-typesigme (-3,5) : les eal
gazeuses sont donc trés significativement éloignées dgifier

En ce qui concerne les individus supplémentaires, il estédiat de les positio
ner sur les axes principaux ; en effet & partir du moment audispose de la formu
permettant de calculer les composantes principales fit defcalculer des combin
sons linéaires des caractéristiques de ces points suppigines.

- +
| MODALITES 1 VALEURS-TEST 1 CDORDONNEES 1 |
| | | | |
| IDEN - LIBELLE EFF. P.ABS | 1 2 3 4 5 | 1 2 3 4 s | DpIsTO. |
. + + + +
| 1 . PAYS |
| France 40 40.00 | -1.9 0.7 2.1 -0.5 0.7 | -0.33 0.09 0.18 -0.04 0.03 | 0.15 |
| Grande-Bretagne 4 4.00 | 1.2 0.2 -2.7 0.5 -0.2 | 1.17 0.16 -1.28 0.22 -0.05 | 3.13 |
| Gréce 2 2.00 | 0.8 0.2 -3.5 0.4 -1.0 | 1.09 0.15 -2.44 0.26 -0.29 | 7.36 |
| Gréce-Créte 2 2.00 | 0.8 0.2 0.8 0.2 0.0 1.12 0.19 0.52 0.10 0.00 | 1.58 |
| Italie 7 7.00 | 0.7 -1.5 0.4 -0.5 0.1 | 0.49 -0.77 0.13 -0.17 0.01 | 0.92 |
| Maroc 2 2.00 | 0.3 0.2 0.6 1.0 -0.6| 0.3 0.20 0.45 0.61 -0.19 | 0.86 |
- + + + +
| 2 . TYPE |
| Minérale 38 38.00 | -2.5 -0.5 -1.2 -0.7 0.4 | -0.46 -0.07 -0.11 -0.06 0.01 | 0.23 |
| Source 19 19.00 | 2.5 0.5 1.2 0.7 -0.4 | 0.92 0.13 0.22 0.t1 -0.03 | 0.94 |
. + + + +
| 3 . PG |
| Gazeuse 16 16.00 | -3.5 2.7 -0.5 -1.8 0.3 | -1.44 0.82 -0.11 -0.3¢ 0.03 | 2.89 |
| Plate 41 41.00 | 3.5 -2.7 0.5 1.8 -0.3 1 0.56 -0.32 0.04 0.13 -0.01 | 0.44 |
. + + +

de détermination des axes factoriels ; par contre ils séstutilesa posterioripour
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Tableau 1.10 Coordonnées et valeurs-test des maodalités
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1.5. Application a la maitrise statistique des procédés
1.5.1. Introduction

Le contrble statistique en cours de fabrication est essttient basé sur l'uti
sation de cartes de contrdle dites aux mesures tracantutévodes caractéristiqu

réglage d’'un parameétre de centrage (moyenne) ou de dispdesiart-type, étendy
par rapport a des valeurs de référence fixées.

Il existe plusieurs sortes de cartes de controle [MON 85, Bdptoutes basées ¢
I'hypothése que lex; sont distribués selon une loi normalé(, o) ; les valeur
cibles ou de référenqge, etog sont supposées connues ou fixées, dans le cas co
elles sont remplacées par des estimations sans biais.

Nous nous intéressons exclusivement aux cartes de Sheyahauta détection d

utilisent & chaque instanta seule valeug; moyenne des mesures dont on dispq
a l'instanti que I'on compare aux limites inférieure (LCL) et supérie(lU€L) de
contrdle :

LCL:MU—?)UO/\/E et UOL:,U0+30'0/\/E

Cette carte de contrble peut étre vue comme une représengatiphique d'une su
de testsHy : 1 = o contreH : p # pe pour une série d’échantillons; on suppo
que I'écart-typer = o est connu. La région critique correspond a la zone hof
limites de la carte de contrble. La carte de contrdle est thovisualisation en fonctig
du temps de ce test répété. Cette équivalence avec lesdesiterfa I'extension
plusieurs variables.

Dans la plupart des cas les entreprises ont, non pas uneplusisurs caractér

mentp cartes unidimensionnelles. Cette méthode & l'inconvémiejeur de ne p
tenir compte de la corrélation entre les variables reptés¢ices p caractéristiqu
Cela conduit (figure 1.5) alors a des situations indésimbk fausses alertes :
cartes univariées signalent une sortie des limites aloesleprocédé multivarié ¢
sous contrble (région B et C) ou des situations, plus graugs;orrespondent a u
non détection d’'un déréglage du procédé multivarié (régipn

[NIA 02]. Lanalyse en composantes principales, qui foudas variables artificiell
mais non corrélées, constitue dans une certaine mesurereméepe solution. Nol
verrons dans la suite qu’une fois un déréglage détecté attessainivariées adéqua
peuvent cependant aider a déterminer les variables resiplessie ce déréglage, ¢

d’un produit ou d’un procédé. La carte de contrdle est un quiipermet de détecter
a travers des prélévements successifs de petits échasfilgi = 1,2,...,n) le dé;

tiques a contrdler simultanément. La pratique habituallesiste a utiliser conjointe-
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R ———

UCLy [~ 1 g :
: Région A
Région B
LCLy [---77m o
i 1 “Région C
. . T
LCL1 UCLl

Figure 1.5. Carte de contréle multivarié

1.5.2. Cartes de contrdle et ACP

1.5.2.1. ACP et valeurs aberrantes

peuvent étre vues comme des méthodes de détection de valmrrantes multid

surR”? basée généralement sur une mesure de distance multivaniée(ivera un

anormalement grande ou petite, sous une hypothése de nfed&lentrdle de qualit
on fait souvent une hypothése de normalité ).

Dans le cas multidimensionnel, une valeur aberrante peatl€trésultat d'un

matiques moyennement faibles sur différentes directiGesdernier type de valel
aberrantes correspond a un probléme au niveau de I'orienf@orrélation) et non
celui de la position (moyenne) ou de I'échelle (variancajtilisation de I'analyse €
composantes principales non pas comme une méthode deioéddetla dimensiq
mais de détection de valeurs aberrantes facilite la rebkete ces directions extrém

la structure des données mais aussi les dernieres coresdgsgme les résidus
I'analyse. En effet, Jolliffe [JOL 86] a montré que les préms composantes p
mettent de détecter des valeurs aberrantes qui détérigmnitent les variances et
covariances, mais de telles valeurs seront aussi extrémdsssvariables initiale
on pourra donc les détecter directement; les premiéres asanpes n'apportent
d’'information supplémentaire. Par contre, les dernieéogsposantes principales p
mettent de détecter des valeurs aberrantes non visibléssstariables initiales, cell

Les cartes de contréle multivariées considérées reposentng transformation
d’'un vecteur d&R? en un scalaire par I'intermédiaire d’'une fonction quadypagi. Elles

On considére non seulement les premiéres composantesgswmer au mieux

mensionnelles. En effet, ces méthodes consistent a troumearelation de sous-ordre

étude détaillée dans [BAR 84]). Celle-ci est alors utilidéas un test sur la base du-
quel on décide qu’une observation est aberrante si la vdkelar statistique réduite est

e

valeur extréme sur une seule gesomposantes principales ou celui d’erreurs systé-
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détection de valeurs aberrantes utilisant 'ACP ont ét@psées par plusieurs aute
notamment Hawkins [HAW 74], Gnanadesikan [GNA 77], JadifiOL 86], Barne
et Lewis [BAR 84], ...

Les techniques proposées par ces auteurs consistent d@daitests statistiqu
classiques sur les composantes principales prises ségatrém conjointement. C
tests reposent sur des statistiques de résidus calculdes gderniéres composan
principales. Les plus courantes sont

p p

R = > ()= Y M)

k=p—q+1 k=p—q+1

ol y* = \;% ; R, est une somme pondérée des composantes principales de
standardisée qui donnent plus d’importance aux composanmiecipales ayant

grandes variances et

p p

Ry= > (/= > W

k=p—q+1 k=p—q+1

Les distributions de ces statistiques sont aisément obsetans le cas ou on s
pose que les observations suivent une loi normale de moyereiale variance:
connus y* est distribué selon une loi normalé(0, 1) et en I'absence de vale
aberrantes, les statistiques des résififjset R3; suivent alors des loig2. Pour le cg
11 ety inconnus on peut aussi, en utilisant leurs estimationgrobties distribution
approximatives de ces statistiques. Il est donc possibiaidedes tests.

1.5.2.2. Cartes de contrdle associées aux composantes principales

En contrble de qualité, I’'ACP est surtout utilisée comme @ohnique de déte
tion des déréglages considérés comme des valeurs absrr@mteitilisera donc I
premiéres et les derniéres composantes principales porsga connait paa priori
le sens ou la nature des déréglages.

Rappelons que les composantes principales sont par d#fités combinaiso
linéaires des variables initiales qui résument au mieuxrleckire des données. E
tiennent compte de la corrélation entre les variables. Do@me prises individuell
ment elles aident a la détection des déréglages contraiterog variables initiales

Cependant les cartes sur les composantes principalesventipas étre utilisé
a la place des cartes multivariées mais en conjonction agederniéres. Le problé
de fausses alertes et de non détection, que I'on a mis enngédrir la figure 1.
est atténué mais pas complétement supprimé pour les contpsgaincipales ng
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Les limites de contrdle a 3 écarts-types pour les composanitecipales réduit(ts
sont alorst3/+/n. On peut tester la présence de valeurs aberrantes avecrimeea
controleR3; dont la limite supérieure correspond au fractile o d’un x2.

Pour les statistiques des résidus, on peut tester la p&genaleurs aberrantgs a
I'aide d’une carte de contrdle définie par :

UCL=x,_, LCL=0 et Stat=R3,.

EXEMPLE.— Nous avons simulé 30 échantillons de taille 5 d'une loimede N3 (0, R)
les trois variables sont supposées centrées avec descewidgales respectivement a
0.5;0.3; et 0.1; la matrice de corrélation est

1
R=1 09 1
0.1 03 1

On a ensuite simulé un déréglage de la moyenne sur les cingedeéchantillons
qui a consisté a augmenter la moyenne de la premiere vagabldiminuer celle de
la deuxiéme variable de la moitié de leurs écarts-types.

Cette situation est détectée par la carte de contrdle nmbtigsionnelle adéquate
[NIA 94] ainsi que par la carte sur la troisieme et derniérenposante principale
(figure 1.6) : les cing derniers points hors contrble sontefaent mis en évidence
alors que le phénoméne est invisible sur les deux premiérapasantes.

Lorsque le nombre de caractéristiques est faible et s'phessible de trouver upe
interprétation simple des composantes principales ertifond’'un petit nombre de
variables parmi les p alors les cartes sur les composaritesgaies permettent npn
seulement de détecter les déréglages mais elles aidemntaalasdétermination des
causes assignables.

Par contre, lorsque le nombre de variables est trés gramdhé¢hodes proposées
nécessitent de nombreuses cartes de contr6le pour lesgpesret les derniéres cqgm-
posantes, ce qui est génant. On peut se contentgrpfesniéres composantes comme
dans I'approche ACP pour la réduction de la dimension mé&sidra d'une part, tes-
ter la qualité de la représentation desariables initiales par leg composantes, |et
d’autre part, utiliser des méthodes basées sur les résiudgdétection des valeurs
aberrantes ou déréglages.

De plus, méme si on arrive a trouvecomposantes principales résumant au mieux
I'information présente dans lgsvariables initiales, cegcomposantes dépendentd’un
i es jegari > implifier I'i Station
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Figure 1.6. Carte de contrble pour la8composante principale (Prin 3)

Gazen [CAU 02] peuvent étre utiles a I'amélioration de cethaodes.

1.6. Conclusion

L'ACP est une méthode tres efficace pour représenter desdsrmorrélées en

plus dans le domaine industriel.

me une méthode linéaire de réduction de la dimension dansllagpn s’intéresse
général aux premiéres composantes principales. A tragarapplication a la matitri

derniéres composantes.

des composantes principales, d'autres méthodes de typecfoa Pursuit ont éfé
proposées [NIA 94]. Nous pensons que les travaux de Casssditakam et Ruiz

elles. Elle est largement utilisée dans des études de mafcpénion et de plus en

statistique des procédés, on a vu que I’ACP peut aussi élisatcomme une tegh-
nigue de détection de valeurs aberrantes multidimensi@smeposant plutét sur les

Des extensions non linéaires de I'ACP existent mais sonbrenpeu utilisées

tre

Nous avons présenté ici I'analyse en composantes prirspakentiellement cam-

en
5e
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