N

N
N

HAL

open science

Régression PLS sur un processus stochastique
Cristian Preda, Gilbert Saporta

» To cite this version:

Cristian Preda, Gilbert Saporta. Régression PLS sur un processus stochastique. Revue de Statistique

Appliquée, 2002, 50 (2), pp.27-45. hal-02507754

HAL Id: hal-02507754
https://cnam.hal.science/hal-02507754
Submitted on 16 Mar 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://cnam.hal.science/hal-02507754
https://hal.archives-ouvertes.fr

CRISTIAN PREDA

GILBERT SAPORTA
Régression PLS sur un processus stochastique

Revue de statistique appliquée, tome 50, n°2 (2002), p. 27-45
<http://www.numdam.org/item?id=RSA_2002__50_2_ 27 0>

© Société francaise de statistique, 2002, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Revue de statistique appliquée »
(http://www.sfds.asso.fr/publicat/rsa.htm) implique 1’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSA_2002__50_2_27_0
http://www.sfds.asso.fr/publicat/rsa.htm
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Rev. Statistique Appliquée, 2002, L (2), 27-45

REGRESSION PLS
SUR UN PROCESSUS STOCHASTIQUE

Cristian PREDA() et Gilbert SAPORTA ()

(1) CERIM - Département de Statistique, Faculté de Médecine, Université de Lille 2,
1, place de Verdun, 59045 Lille cedex, e-mail : cpreda@univ-lille2.fr

@ cnNAM - Paris, Chaire de Statistique Appliquée, 292, rue Saint Martin,
75141 Paris cedex 03, e-mail : saporta@cnam.fr

RESUME

Apres avoir montré le principe de la régression PLS dans le cas fini, nous allons
développer la régression PLS sur un processus (Xt)tejo,1) L2-continu. On montre I’existence
des composantes PLS comme vecteurs propres d’un certain opérateur ainsi que la convergence
de I’approximation PLS vers celle donnée par la régression classique. Les résultats d’une
application sur des données boursieres seront comparés avec ceux fournis par d’autres
méthodes.

Mots-clés : Régression PLS, opérateur d’Escoufier, analyse en composantes principales.

ABSTRACT

We give an extension of PLS regression to the case where the set of predictor variables
forms a Lo-continuous stochastic process and the response is a random vector of finite or infinite
dimension. We prove the existence of PLS components as eigenvectors of some operator and
also some convergence properties of the PLS approximation. The results of an application to
stock-exchange data will be compared with those obtained by others methods.

Keywords : PLS regression, Escoufier’s operator, principal component analysis.

1. Introduction

Il ne semble pas usuel d’effectuer une régression linéaire sur une infinité
de variables explicatives. Cela correspond pourtant & la situation suivante souvent
rencontrée (Figure 1) : on observe n courbes (ou trajectoires) en continu sur I’ intervalle
de temps [0,T] — que nous allons considérer comme réalisations d’un processus
stochastique (X¢)¢c[o,7) — €t on veut utiliser cette information pour prédire une
réponse Y qui peut étre X1, — on parle alors de prédiction a I’horizon h, h > 0
— ou une variable aléatoire réelle externe quelconque (par exemple, (X;)¢c[o,7) peut
représenter des courbes de températures observées en n lieux et Y le montant de
récoltes). Théoriquement, cela s’exprime par la régression de la variable Y sur le
processus (X¢)¢eo,1]-
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FIGURE 1

Régression sur un processus

Le but de cet article est d’adapter la régression PLS lorsque I’ensemble de
variables explicatives est un processus stochastique.

Les problemes posés par la régression linéaire classique sur un processus —
I’indétermination des coefficients de régression (Ramsay et al. [10], [11], Saporta
[12]) ou encore le choix des composantes principales de (X )¢ [0,7] comme variables
explicatives (Deville [4], Saporta [12], Aguilera et al. [1]) — trouvent dans ce cadre
des solutions satisfaisantes dont les principales propriétés découlent de celles de
I’opérateur d’Escoufier associ¢ au processus (X¢).c[o, 1) (Saporta [12]).

L article est divisé en 6 sections. Nous faisons d’abord (Section 2) un rappel
théorique de la régression sur un processus en mettant en évidence les principales
difficultés rencontrées et présentons briévement la régression sur les composantes
principales du processus. Le principe de larégression PLS d’une v.a.r. Y surun vecteur
aléatoire de dimension finie X = (Xi)izl,m’p est présenté (cf. Tenenhaus [14]) dans
la Section 3. Dans la Section 4 on développe la régression PLS sur un processus
Ly-continu X = (X;)sc[o,r] lorsque ’ensemble de variables a expliquer est formé
d’une seule variable (PLS univariée). On montre 1’existence des composantes PLS
ainsi que quelques propriétés de convergence vers la régression linéaire classique. Le
cadre général de la régression PLS sur un processus est développé dans la Section 5 et
correspond au cas ou Y est un vecteur aléatoire multidimensionnel. Le cas particulier
Y = (Xi)te[r,7+a)» @ > 0 est traité dans la derni¢re partie de cette section et
offre une alternative aux méthodes de prévision proposées par Aguilera et al. ([1])
et Ramsay et al. ([11]). La Section 6 présente une application de la régression PLS
ayant comme but la prévision. Les données auxquelles nous nous intéressons sont un
ensemble de 85 actions cotées a la Bourse de Paris. Les résultats ! de cette analyse

1 Ces résultats ont été obtenus utilisant le logiciel SIMCA-P (Umetri 1996, [15])
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seront comparés avec ceux fournis par la régression sur les composantes principales
et I’algorithme NIPALS ([14]).

2. Quelques rappels théoriques

Soit (Xt):e[o,7] un processus du second ordre L-continu et Y une variable
aléatoire réelle définie sur le méme espace de probabilité, (€2,.4, P). Notons par
L,(X) le sous-espace de Hilbert de Ly (£2) engendré par les combinaisons linéaires
finies de variables {X; : ¢ € [0,7} et supposons que E(X,;) = 0, Vt € [0,T] et
E(Y) =0.

L’analyse en composantes principales du processus (X¢):co, 1) a été définie
par Deville ([3]) et repose essentiellement sur la décomposition de Karhunen-Logve
de (Xt)te[o,T] sous la forme d’une somme de processus quasi-déterministes ([12]) :

X, =Y &ifi(), 1)
i>1

ou:
e lafamille de fonctions { f; } ;> (facteurs principaux) forme un systéme orthonor-
mal dans Ly([0, T]) et vérifie ’équation aux valeurs propres :

T
/0 C(t, 5) fi(s)ds = M fi(t), Vit € 0,7, @)

ou C(t,s) = E(X Xs), Vs, t € [0,T].

e la famille des variables aléatoires {&;};51 (composantes principales) définies
par

T
fi:/o X fi(t)dt,

forme un systéme orthogonal en L2(Q) tel que Var(&;) = i, Vi > 1.

L'utilité des ces éléments (dérivés de la structure de (X¢):c[o,77) dans 1’étude
de la régression linéaire sur un processus est présentée de maniere synthétique dans
le paragraphe suivant.

2.1. Régression linéaire sur un processus
La meilleure prévision linéaire de Y a partir de (X¢)c[o,7) est la projection de

Y sur Ly(X). Soit Y cette projection. D’apres le théoréme de projection (équivalent
ici au critere des moindres carrés) on a :

E(YX,) =E(YX,), vt e[0,T). (3)
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Si I’approximation Y se met sous la forme

T
- /O B(t)X:dt, B € Ly([0,T7), (4)

la fonction 3 vérifie alors 1’équation de Wiener-Hopf
T
E(X:Y) = / C(t, s)B(s)ds, Vte€[0,T), (5)
0

Le théoréeme de Picard ([12]) montre que 1’équation (5) a une solution unique dans
L,([0,T7) si et seulement si :

Z/\2<oo ck—/ E(X:Y)fi(t)dt (6)

k>1

ol { Ak i1 et {fi}r>1, sont respectivement la suite décroissante de valeurs propres,
respectivement la suite de fonctions propres, de I’ opérateur de covariance du processus
(Xt)tefo,r)- Si la condition (6) n’est pas satisfaite, en général 3 est une distribution
([12]). Cette difficulté est également mise en évidence dans le cas ou I’approximation

Y est cherchée a I’aide d’un échantillon aléatoire simple de taille N. En effet, soit
{(11, X1), (Y2, X2),...(Yn,Xn)} un échantillon aléatoire de taille N obtenu par
tirages indépendants du couple (Y, X), oit X = (X;);¢jo,7. Le systeme

T
Y = / X(0B(t)dt, Vi=1,...p, (7)
0

admet une infinit€ de solutions 3 et donc I’erreur quadratique moyenne associée a

la régression linéaire de Y sur (X;);c[o,7) est nulle. Mais dans ce cas la fonction i
n’apporte aucune information pertinente et le critere des moindres carrés ne fournit
pas un estimateur consistant de 3 ([11]). Une solution possible est présentée dans la
section suivante.

2.2. Régression sur les composantes principales

La famille de composantes principales {£ }r>1 est une base pour La(X) et,
par le théoreme de projection, la régression de Y sur (X;);c[o,7) est équivalente 2
celle de Y sur ’ensemble de variables {£x}x>1. On a donc :

_ Z Yﬁk (8)

k>1
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La qualité de la régression est souvent faite en mesurant le carré du coefficient de
corrélationentre Y et Y :

) = S e

de sorte que
E(Y -V)? = (1 — RY(Y, Y)) E(Y?).

Dans la pratique on choisit généralement une approximation d’ordre p, p > 1:

2”: Y&) (©)

Cependant, le choix des p composantes principales de la régression de Y
sur (X¢)¢eqo, 1) reste difficile a faire car, si le but est de maximiser le coefficient

de corrélation entre Y et YP (cette situation convient lorsqu’on cherche a décrire
I’ensemble des données), il est tout a fait possible que les p composantes princi-
pales choisies ne soient pas les p premieres dans I’ordre décroissant des variances
expliquées. On risque alors d’avoir des composantes de régression de variance faible
(peu explicatives de (X¢)¢c[o,7]) qui entrainent une forte instabilité des coefficients
de régression ([7]). Le choix des p composantes est donc un compromis entre la sta-
bilité du modele linéaire et la grandeur du coefficient de corrélation entre Y et y?.
La régression PLS ([13]) donne une solution a ce compromis.

3. Rappels sur la régression PLS

Pour fixer notre propos, on va considérer le cas de la régression PLS d’un
variable aléatoire réelle Y sur un vecteur aléatoire réel X = (X1, Xo,...,X,)
(régression PLS1, ¢f. [14]). Le principe de la régression PLS de Y sur X est de
chercher de maniere itérative un ensemble de variables aléatoires non corrélées
{ti}1<i<p (composantes PLS), combinaisons linéaires des variables {X;}1<i<p, Vé-
rifiant le critere d’optimalité de Tucker :

P
(T) Chercher t; = Zalini, a1 € R?, |lay]| = 1, tel que Cov?(Y, ;) soit

A =1
maximal.

E(X;Y)

V2= BHXGY)

De maniére générale, si on pose Yy = Yet X = X, au pas h de la régression
PLS1 on construit la variable ¢, qui maximise le critére de Tucker pour les groupes

11 est alors facile de voir ([13]) que a1 ; = Vi=1,...,p
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de variables Xh-—l = {Xhhl’z'}izlpwp et {Yh—l} :
p
Z E(Xh-1,iYn-1)Xn-1,i
t, = =1 . (10)

p
Y E*(Xn-1,:Yh-1)

i=1

La variable Y}, 1 est ensuite régressée sur ¢y, :
Yh o1 =cptn +Ya,

E(Y,_qt . . ..
olcy = —(E’(Ltz—l)h) et Y}, le résidu. X, est alors le vecteur aléatoire des résidus de
h

la régression des variables { X h_l,i}izl,m,p sur la variable ¢y, :
Xy = Xp—1 ~ Pnth,

ol pn = (Phs)i=1,.p est le vecteur des coefficients de la variable t;, dans la
régressionde Xp_q; surty, i =1,...,p.

L’ensemble de variables {¢;};=1, . » forme un systtme orthogonal dans Ly (€2)
et pour tout & tel que t;, # 0, on a les propriétés de décomposition suivantes :

a)Y =cit1 +eoto+ .. .cptp + Yy,
b) X = pit1 + pate + ...pute + Xi.

Remarque 1. — Si on note par 7; I’espace engendré linéairement par les
variables {t;};=1,..p, h = 1, et par Y la projection orthogonale de Y sur I’espace
engendré linéairement par les variables { X };=1,... p, (soit Ly(X)), alors le nombre
des pas de la régression PLS compléte de Y sur X est le plus petit indice n tel
que Y appartient 2 7,,. Notons au passage que 7,, ne s’identifie pas toujours avec
Lo(X) comme c’est le cas de 1’espace engendré par les composantes principales du
vecteur X.

On note par 1 I’approximation de Y donnée par la régression PLS sur le
vecteur X au pas h :

Y/}L =city + colo + ... cptp. (11)

Notons enfin que la relation d’inclusion entre les espaces {7, } 5> définis dans
Ia Remarque 1, entraine également :

R*(Y,Ys) < R*(Y,Yiy1) S RA(Y,Y), Vh > 1. O

Outre sa simplicité, la régression PLS s’avere efficace surtout dans le cas
ol le nombre d’observations de 1’échantillon est inférieur au nombre de variables
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explicatives. C’était ici la principale source des difficultés rencontrées dans la
régression sur un processus ([11]). En plus, comme on I’a déja évoqué, les coefficients
de la régression PLS sont, dans la plupart des cas, plus stables que dans la régression
classique (variances plus faibles), point essentiel lorsque le but de la régression est la
prédiction.

4. Régression PLS univariée sur un processus

On considere ici que ’ensemble de variables explicatives est un processus
(Xt)tejo,r) du second ordre, L2-continu et la variable a expliquer est une variable

aléatoire réelle unidimensionnelle Y de L2(£2). Supposons que E(Y) = 0 et
E(X:) =0,Vt € [0,T).

PROPOSITION 2.

Cov? )X, dt,Y
Lo ov</ w(t)X,dt, Y)
JJwl||=1

est réalisé pour w telle que :

E(X,Y)

w(t) = =
/ E*(X,Y)dt

, Vte[0,T]. (12)

Preuve.

C’ov2(/T w(t)Xedt,Y) =
0

/ E(X:Y)w(t dt} / E?(X,Y)dt.

L’inégalité de Schwarz devient égalité pour

E(X,Y)

T
/ E*(X,Y)dt
0

On définit la premiere composante PLS de la régression de Y sur le processus
(Xt)teo,r7 par la variable :

w(t) = , Vte[o,T]. O

T
/0 B(X,Y)Xdt wy

\/ TE2(XtY)dt VEW - WY)

L = (13)
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ot W est I’opérateur d’Escoufier ? ([5]), W : L2(Q) — Lo(Q), défini par :
T
WZ = / E(ZX})Xdt, VZ € Ly ().
0

La régression de Y sur ¢; s’écrit :
Y =at +Y,

E(Yt)
E(#3)

et Y7 est le résidu. Notons par p; la fonction de Lo ([0, T1),

oucy =

_E(Xity)

p(t) = Tt%)7 Vt € [O,T].

p1(t) représente le coefficient de ¢ de la régression de X; sur ¢;. On obtient ainsi le
processus résiduel (X1 ;)ycjo,] de la régression de (X:):eqo,7) Sur ¢ :

X1p=X¢ —pi(H)t, Yt €[0,T].

La deuxieéme composante PLS1 est définie de la méme maniére que ¢; en considérant
le processus (X ¢) et la variable Y7. De facon générale, si on pose Xo; = X,
Vt € [0, T), et Yo = Y, on définit le pas i, h > 1, de la régression PLS1 de Y sur
(X¢)teqo,) par les étapes suivantes :

1) on construit la composante PLS1 ¢,

Wi _1Yh

- VEYn 1 Wy 1Y) (14)

th

ou Wy, est ’opérateur d’Escoufier associé au processus (Xn—1,¢)¢eo, 1)

2) on pose le modele linéaire :

E(Yh—1ts)
Y1 =cuth +Yn, o0 cp = ——/—=—",
E(t})
3) on construit le processus résiduel (Xp:)iepo,r) de la régression de
(XhAI,t)te[(),T] sur ty, :

Xnt = Xn-1,t — pa(t)tn,
E(Xn—1.tn)

E@) vt € [0,7].

pu(t) =

2 Lanalyse spectrale de W donne les composantes principales de 1’ ACP du processus (X ), €[0,T] (12D
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Comme dans le cas fini, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3. -Vh > 1

a) {tn}n>1 forment un systéeme orthogonal dans L2(X),
b) Y =city +coto+...cptp + Yy,
c) Xy =pi1(t)ts + pa(t)ta + ... pa()th + Xno
d) E(Yat;) =0,¥i = 1,.... h,
e) E(Xpit)) =0,Vt € [0,T],¥i =1,..., h,

11 th—
mo W) B

N tn= )
E(Y,_1WY},_,)
on W est lopérateur d’Escoufier associé au processus (X3).

WY, — E(tp,-1WY},_1)

Preuve. Les démonstrations des points a) - €) sont identiques a celles de la
régression sur un vecteur de dimension finie (voir [13], par exemple). Le point f) :
Yh > 1,

o Wy Y

ty = .
VYot Who1Ye 1

T
Wi 1Y, =/ E(Xp—1,:Yh—1)Xp—1,.dt (15)
0

Or, en utilisant la formule de décomposition de X, (point c)) et I’orthogonalité des
variables Y}, _jett;,i=1,...,h—1,ona:

E(Xh—l,tYh—l) = (XtYh 1 Vt (S [0 T]

On obtient,
Xn-1:E(X:Yho1) = XeE(X,Yio1) — D tipi(t) B(X, Yio1),

soit, compte tenu de I’expression de p;(t) et de 'égalité F(X;_1.t;) = E(Xt:),
Vi = 1,..., h (ceci découlant de la définition de X, _;, et de I’ orthogonahte des

{ti}izl,...,h)

h—1

E(Xt:)E(X.Y;
Xn1,:E(X:Yno1) = X E(X{Yy_1) Zt iti) E(X:Yh-1)

E(t7)

L’utilisation de cette derniére égalité en (15) termine la démonstration du point f). ]

Remarque 4. — Le point f) de la Proposition 3 nous permet d’affirmer que la
régression PLS de la variable aléatoire Y sur le processus (X¢)c[o, 7] est équivalente
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a la régression PLS de Y sur I’ensemble de composantes principales de (X;):¢[o, 7]
dans le sens suivant : a chaque pas h, h > 1, les deux régressions nous donnent la
méme composante PLS, £, et donc les mémes formules de décomposition de Y. En
effet, car les composantes principales du processus (X;);c[o,7] sont vecteurs propres
de I’opérateur W ([12]).

Notons encore par Yi, respectivement Y, les approximations données par la
régression PLS de Y sur (X;)co,7] au pas h, respectivement par la régression de ¥’

sur (Xt)te [0,T]>

Yh = c1t1 + cate + . .. cplp. (16)
PROPOSITION 5
Jim EY,-Y)?=0 (17)

Preuve. - Si le nombre de composantes PLS est fini, la preuve est analogue
a celle ou X est un vecteur fini ([14]).

Considérons que la suite {tj, },>1 est infinie. La suite { E(Y,?}>1 est conver-
gente. Eneffetona:

E(Y?) > E(Y;) > E(Y},,) 2 0.
En utilisant E(Y;2) — E(Y}2.,) = ¢5 ., E(t} ;) on déduit que
Jim G E(t}) =0.
Ve > 0, 3hg = 1 tel que
GE(2) < % Vh > ho,

T
ot V estla variance totale du processus (X ).cpo, 17, V = / E(X?)dt. Compte tenu
0

de 'inégalité E(t7) < V,Vh > 1, (lapremiere composante principale de (X):ejo,7]
expliquant le plus de la variance totale V') et de I’expression de cp,, on obtient :

E2(Yy_1ty) = A E2(£2) < %E(ti) <&, Vh > ho,=> lim E*(Yiit) = 0.

T T
Or, E2(Yy_1ty) = / E*(Xp—14Yh—1)dt = / E?(X;Yy,_1)dt. Donc,
0 0

T
Jim E*(X:Yy_1)dt = 0.
— 00 0
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La suite {Y}, }r>1 est convergente en Ly(2) car

E(Yntp —Ya)? = i B(thi1) + - + Gy E(thyp), V2 1.
Soit

lim Yhﬁl = 7.
h—oo
T
Le lemme de Fatou appliquée a hlim / E*(XY,_1)dt = 0, entraine :

E(X:Z)=0, Yte[0,T].
Z 1 Ly(X) et d’apres la formule de décomposition (Proposition 3) :
lim ¥, =Y — Z.
h—o0

Le théoréme de la projection rend la conclusion immédiate. g

5. Régression PLS multidimensionnelle sur un processus

Larégression linéaire multidimensionnelle classique d’un vecteur aléatoire réel
Y = (Y1,Y5,...,Y}), p > 1, sur un processus X = (X¢)c(o0,r) se réduit, grice au
théoreme de la projection, a la réalisation de p régressions linéaires simples des
variables Y;, ¢« = 1,...,p, sur X. On n’utilise donc pas les corrélations entre les
variables {Y;}i=1,. p.

Dans cette section nous allons développer la régression PLS multidimension-
nelle du vecteur aléatoire Y sur le processus (X;):e[o,7) Vérifiant les mémes hy-
potheses que dans la Section 4. Les cas selon lesquels la dimension du vecteur Y est
finie ou infinie seront traités séparément.

Le cas fini. — Soient (X;)sc(0,17, X¢ : @ — R,V € [0, T], un processus stochastique
du second ordre, Ly-continu et Y = (Y1,Y5,...,Y},), p > 1, un vecteur aléatoire

réel défini sur le méme espace de probabilité. Supposons que le processus est centré,
E(X:;)=0,vte[0,T]|et E(Y;) =0,Vi=1,...,p.

On définit les opérateurs suivants :
CyX : LQ([O, T]) — Rp,

T
FS g = / E(X,Y)f(t)dt, Vi=1,...p,
0

CXY : Rp — LQ([O, T]),

p
e X f f(t) =Y E(X;Yi)i, Vte(0,T)

=1
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NotonsparUx = CxyoCyx etUy = CyxoCxy.Lespropriétés suivantes
sont immédiates :

a) Cjy = Cxy,ou Cj x estI’adjoint de Cy x,
b) Ux et Uy sont opérateurs autoadjoints positifs, compacts (de rang < p) et ont
le méme spectre.

Soient également WX, respectivement WY, les opérateurs d’Escoufier de
L2(€2) associés aux vecteurs X = (Xt)tejo,r)> respectivement Y = (Y;)i=1 . p et
définis par :

T
WXZ = / E(X,2)X:dt, VZ € Ly(Q),
0
p
WYZ =) E(Y2Z)Y, VZ € Ly(9).
1=1

La composante PLS recherchée par le critere de Tucker est donnée par la
proposition suivante :

PROPOSITION 6. — Soit w € L2([0,T7]) et ¢ € RP. Alors,

T p
max w,e Cov? (/ th(t)dt,Zczyi>
0 1=1

lwll=1
llell=1

est réalisé pour w, respectivement c, les vecteurs propres correspondants aux plus
grandes valeurs propres des opérateurs U x, respectivement Uy .

Preuve.

T 14
Cov? (/ Xew(t)dt, » ciYi> =
0 i=1

Avec les multiplicateurs de Lagrange p; et uo, le Lagrangien s’écrit :

T 2
/O (CXYC)(t)w(t)dt] Z(CXYC|"”)%2([O,T])

5= (CXYClw)iz([OvT]) — M ((w|w)L2([o,T]) - 1) — M2 ((clc)Rp - 1) .

Les conditions d’extremum s’expriment par :

Js

EP (wlw) o,y +1=0,
Os

p —(cle)pe +1=0,

0s

0~ 2 (CXYC[w)LQ([o,T]) Cxye—2uw =0,
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0s
= 2 (nyclw)Lz)([O’T]) Cyxw — 2usc = 0.

En utilisant
(Cxvcw)r, o1 = (Cyxwlc) gy
on obtient :
p1 = pz = A = (Cxvelw)], (o -
D’ou les relations :
Uyc=A¢, Uxw=A\w.

Ainsi, le maximum est réalisé pour w, respectivement c, vecteur propre associé a la
plus grande valeur propre de Ux, respectivement de Uy. O

Soit A; 1a plus grande valeur propre de 1’opérateur Ux et wy € L2([0,T]) une
fonction propre de U x associée & A;1. On définit la premieére composante PLS de la
régression du vecteur Y sur le processus (X¢)c[o,] par la variable aléatoire :

tl = AT thl(t)dt (18)

THEOREME 7. — Soient WX, respectivement WY , les opérateurs d’Escoufier
associés aux vecteurs X =(X¢)scjo,1), respectivement Y. Alors t, est vecteur propre

de I'opérateur WX o WY correspondant a la plus grande valeur propre.

Preuve.
p p T

WYt =Y E(Yit))Yi=)» Y / E(Y; X )w, (t)dt
i=1 i=1 0

j4
= Z YL(CYle)i

=1

T p T P
WXWY, = / X,E(X, Y Yi(Cyxw):)dt = / XY E(X.Y;)(Cyxw)idt
0

i=1 0 i=1

T T
_ / X, (Uxwy)(8)dt = / AXewn (£)dt = At
0 0

Les opérateurs WX WY et U x ont le méme spectre. En effet, si ¢ est vecteur
propre de I’opérateur WX WY correspondant 2 la valeur propre ), alors la fonction
définie par :

w(t) = B(X;-WYt), Vte[0,T],
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est fonction propre de I’opérateur U x correspondant a la méme valeur propre, .
On en déduit que \; est la plus grande valeur propre de WX WY O

Soit X¢: = X;,Vt € [0, TletYy,; =Y;,Vi=1,..,p. Aupas hde larégression
PLS de Y sur (X¢);e[0,77. B > 1, on calcule la composante ¢, comme étant le vecteur
propre associé a la plus grande valeur propre de I’opérateur W3 (WY _ |

Wil i Wi ith = Anta, (19)

od W;* ., respectivement W) _,; sont les opérateurs d’Escoufier associés aux
vecteurs X = (Xp_1,t)¢e(o,1], Tespectivement Yy, _1 = (Y_1,:)i=1,....,- On calcule
ensuite les résidus :

Xht = Xn-1,4—pn(t)tn, t€[0,T],
Yii=Yh_15—cnitn, t=1,..,p,

E(Xh_lth) E(Yh—l,iath>
E(ty) E(t};)
On a les formules de décomposition suivantes :

ol pp(t) = ,Vte[0,T)eten; = Vi=1,...,p.

Xt = pl(t)tl + ... —l—ph(t)th + Xh.,t, t e [O,T],

Y; = ¢1,3t1 +--~+0h,ith+Yh,i7 t1=1,...,p.

L’approximation de 'Y donnée par la régression PLS sur (X;);c[o, 7] au pas h,
h > 1, est donnée par :

Yh=cti+...+cnth, ; €eRPi=1,...,p. (20)

Si Y est I’approximation de 'Y donnée par la régression linéaire classique sur
(Xt)teo,1)» on montre (la démonstration est identique a celle du cas univarié) la

convergence en moyenne quadratique de Y, vers Y.

Le cas continu. — Les résultats précédents restent valables dans le cas o Y =
(Xt)te[r,7+q)> @ > 0. En effet, grice a la L, continuité du processus (X;)icjo,74a]s
Cx y et Cy x sont compacts ce qui entraine la compacité des opérateurs Uy,
respectivement Uy . Le Théoreme 7 est donc valable et dans ce cas.

On obtient alors les formules de décomposition suivantes :

tip1 (t) + ... thph(t) + Xh,t, YVt € [0, T],
tlcl(t) + ...thch(t) + Xnt, Vt € [T,T+a],
E(Xp-1,th) E(Xp-1,tn)
0 = = ——72>Vte[T,T .
ol pp(t) E@) ,Vt € [0, T) etep(t) E@) €| + a]
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Pour tout s € [0, a], la prévision de X7 s a 'aide du passé, (X¢)cpo,1)- est

donnée par

X'T+S =ticr(T+s)+...+then(T + s). (22)

Les propriétés relatives a la convergence de la régression PLS vers la régression

linéaire restent valables et dans ce cas.

a)

b)

)

Remarque 8 (Méthode pratique)

En pratique, les coefficients c;(T + s) donnés en (22) sont estimés 2 partir d’un
échantillon aléatoire fini; les opérateurs d’Escoufier se réduisent dans ce cas a
des matrices ([12]) dont I’analyse spectrale nous fournit les composantes PLS.
La prévision ponctuelle ainsi obtenue peut étre accompagnée des intervalles de
confiance comme en ([14]).

S’il existent {ti}i:O,...,p’ 0 =1t <t <ty < ...tp_l < tp = T tels
que le processus (X t)tefo,7] @ Presque toutes les trajectoires constantes sur
chaque intervalle [t;,t;11), Vi = 0,...,p — 1, (C’est-a-dire, X; = ¢;, Vt €
[tistit1), ¢; € L2(Q), Vi = 0,...,p — 1) alors la régression PLS de Y
sur (X¢)iefo,r) est équivalente a la régression PLS de Y sur I’ensemble
{ein/(tig1 — ti) }izo,...p—1 (c¢f (I2]), cela revient a la régression PLS sur
Ci }i=0,...,p—1 utilisant comme métrique dans R? M = diag(t, —to, ..., tp —
tp 1)
Si les conditions du point b) ne sont pas satisfaites, alors une facon simple
d’approcher la régression PLS sur le processus (X;)¢cjo,7) est de considérer
un découpage A = (0 =ty < t; < t2 < ...tpo1 < tp = T) de I'intervalle
[0, T] en p sous-intervalles et de réaliser la régression PLS sur le processus 3
(XA) défini par :

1 ti+1
Xp=— Xydt, Vt € [ty ti], Vi=0,...,p— 1. (23)
tl+1 - tz t,

On est alors dans les conditions du point b) de cette remarque. d

6. Application sur des données boursieres

Dans cette section, la régression PLS sur un processus présentée dans les

sections précédentes sera utilisée pour prédire le comportement des actions boursieres
sur une certaine période de temps. De telles données constituent un bon exemple de
réalisation d’un processus stochastique a temps continu pour lequel les hypothéses
d’existence des moments de second ordre et de continuité en moyenne quadratique
sont tout a fait raisonnables.

3 Cette approximation (approximation par moyennage) a été traitée en détail dans le cas de I’analyse en
composantes principales d’un processus dans ([9]).
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Nous disposons d’un ensemble de 84 actions cotées a la Bourse de Paris pour
lesquelles on connait complétement le comportement de 1’indice de croissance  sur
un intervalle d’une heure (entre 10°°h — I’heure d’ouverture — et 11%°h). On connait
également 1’évolution de I’indice de croissance d’une nouvelle action (notée 85) sur
I’intervalle 10°Ch - 105%h. Le but est de prédire le comportement de cette action sur
I’intervalle de 5 minutes entre 10°°h - 11°h utilisant un modele PLS construit 2 I’aide
des 84 actions dont I’évolution est entierement connue sur I’intervalle 10°Ch - 119,

Une action est susceptible de changer toutes les secondes : nous allons donc con-
sidérer les actions comme étant des réalisations indépendantes d’un processus stochas-
tique {X; : t € [0,3600]} (Uintervalle de temps est exprimé ici en secondes). Avec
les notations introduites en 5.2, il s’agitde larégression PLS de { X, : t € [T, T + al}
sur {X; : t € [0,T]} avec T = 3300 et a = 300.

Afin de donner au probleme une dimension raisonnable — d’aprés la Re-
marque 8-b), le nombre total de variables serait de 1366 (il y a 1366 intervalles
dans [0,3600] ou les 85 trajectoires de (X¢)ic(o,3600) SONt constantes) — nous
allons utiliser I’approximation donnée en (23) et la Remarque 8-b) en prenant
un découpage équidistant de I’intervalle [0,3600] en 60 sous-intervalles. Soit
{mi},—1, o I'ensemble des variables définies par :

1 60-1
mi = —/ Xdt, i=1,..,60. (24)
60 Jeo.(.—1)

La Figure 2 présente I’évolution de I’action 85 dans I’intervalle [0, 3300] avant
et apres ’approximation par moyennage donnée en (23). Les prévisions obtenues
vont donc correspondre au niveau moyen de I’indice de croissance de I’action 85
considéré sur chaque intervalle de 60 secondes, [60 - (i — 1), 60 - i), i = 56, ..., 60.

Utilisant le logiciel SIMCA-P ([15]) nous allons construire plusieurs modéles
PLS correspondant au nombre de composantes choisies pour la régression. Ainsi, nous
allons noter par PLS(k), £ > 1, le modele avec k£ composantes PLS. Les prévisions
fournies par ces modeles seront comparées avec celles données par la régression sur
les composantes principales (modeles notés avec CP(k)) et I’algorithme NIPALS (voir
[13] pour plus de détails). Pour juger la qualité de ces modeles nous allons comparer
les prévisions obtenues par chaque modele, notées avec {72;(85)}, aux vrais valeurs
{m;(85)}, i = 56, ..., 60, observées ultérieurement.

Le Tableau 1 présente les taux de variance expliquée par les trois premiéres
composantes PLS {t1, ta, t3}, respectivement les trois premiéres composantes prin-
cipales {£1, 82, &3}, dans 'espace de variables {m;},_; 5.

Les prévisions obtenues par ces modeles sont présentées dans le Tableau 2 et
la Figure 3.

Considérant I’indice SSF comme mesure globale de la qualité d’un modele,
la régression PLS utilisant les 2 premiéres composantes {1, t2 } donne les meilleures
prévisions dans ce cas. Les modeles PLS(3) et CP(3) s’averent étre particulierement

v(t) — v(0)
v(0)

4 Au moment ¢, I'indice de croissance d’une action w est défini par X¢(w) = , ol w(t) est

la valeur de la cotation de 1’action w & I’instant ¢ et v(0) sa valeur de I’ouverture.
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FIGURE 2

Evolution de I’action 85 : (1) — exacte, (2) — approximation

TABLEAU 1
Taux de variance expliquée
PLS % % cum. || ACP | % % cum.
ty | 91.7 917 & | 917 917
to 29 946 & 4.0 95.7
t3 2.7 97.3 &3 2.5 98.2

efficaces a un petit horizon (3300-3480) mais beaucoup moins performantes sur
P’intervalle (3480-3600). L’algorithme NIPALS fournit également, en moyenne, des
bonnes prévisions.

7. Conclusions

Nous avons développé dans cette article la régression PLS sur un processus
L,-continu. Le point clé de cette étude est I’exploitation des propriétés de I’ opérateur
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TABLEAU 2
Prévisions des différents modeles

60
This6(85) 1hs7(85) 1hss(85) 1hso(85) 160 (85) [SSE = Y~ (rh; — my)?
Vrai | 0.700 0.678 0.659 0.516 -0.233 =
PLS(1) | -0.327 -0.335 -0.338 -0.325 -0.302 3.789
PLS(2) | 0312 0355 0377 0456 0.534 0.928
PLS(3) | 0.620 0637 0677 0781 0.880 1.318
CP(l) | -0356 -0.365 -0.368 -0.355 -0.331 4.026
CP(2) | 0332 -0.333 -0335 -0332 -0.298 3786
CP(3) | 0613 0638 0669 0825 0963 1.538
NIPALS| 0222 0209 0240 0293 0.338 1.000
IO aaeeb R
" o o a0
""" o
FIGURE 3

Prévisions pour ’action 85

d’Escoufier associé au processus, I’analogie avec I’analyse en composantes princi-

pales du processus étant évidente.

La régression PLS sur un processus offre une alternative a la régression sur les
composantes principales. Elle donne une solution aux problemes liés a la corrélation
des prédicteurs et au cas ou le nombre d’observations est inférieur au nombre de

variables explicatives, comme il arrive souvent dans ce contexte.
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