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PÉRIODE OPÉRATIONNELLE MOYENNE
DE LA CARTE DE MOYENNES MOBILES ÉQUIPONDÉRÉES
POUR LE CONTRÔLE DU CENTRAGE D’UN PROCÉDÉ

N. Niang, G. Saporta
Département de Mathématiques

Conservatoire National des Arts et Métiers Paris

Rev. Statistique Appliquée, 1995, XLIII

RÉSUMÉ

La période opérationnelle moyenne d’une carte de contrôle est le nombre moyen
d’échantillons ou sous groupes prélevés entre le moment où un déréglage se produit et l’instant
où la carte de contrôle le signale. C’est une mesure communément admise de l’efficacité
d’une carte de contrôle. Nous donnons dans cet article les formules exactes de calcul de la

période opérationnelle moyenne de la carte de moyennes mobiles équipondérées. Les tableaux
et les graphiques fournis en annexe permettent de déterminer la carte adaptée à la détection de
déréglages d’amplitude fixée. On constate que la carte de moyennes mobiles équipondérées
remplace avantageusement la carte de Shewhart et est d’efficacité comparable aux cartes
EWMA et CUSUM en étant d’utilisation aussi simple.
Mots-clés : carte de contrôle, moyennes mobiles, période opérationnelle moyenne.

SUMMARY

When controlling a process mean, we are interested with charts that can detect a shift in
the mean as soon as possible. The average run length of a control chart is the expected number
of samples or subgroups that would be obtained before a out-of-control signal is received. In
this article we present exact formulas for the calculation of the average run length of the moving
average chart. Tables and charts, provided in annexes, allow the choice of the adequate control
chart for a shift of fixed magnitude. It is clear that the moving average control chart is better
than the Shewhart control chart and has an efficiency similar to EWMA and CUSUM charts
while being as of simple use.

Ke y words : Control chart, moving average, average run length.

1. Introduction

Le contrôle statistique en cours de fabrication est essentiellement basé sur
l’utilisation de cartes de contrôle dites aux mesures traçant l’évolution des ca-
ractéristiques d’un produit ou d’un procédé. La carte de contrôle est un outil qui
permet de détecter à travers des prélèvements successifs de petits échantillons de
taille n le déréglage d’un paramètre de centrage (moyenne) ou de dispersion (écart
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type, étendue) par rapport à des valeurs de référence fixées. Nous nous intéressons
exclusivement au déréglage de la moyenne d’un procédé.

Il existe plusieurs sortes de cartes de contrôle toutes basées sur l’hypothèse que
les Xi sont distribués selon une loi normale N(mo; cro) ; les valeurs cibles ou de
référence mo et cro sont supposées connues ou fixées, dans le cas contraire, elles sont
remplacées par des estimations sans biais. On peut distinguer deux grandes familles
de cartes de contrôle :

- les cartes de contrôle qui utilisent à chaque instant i la seule valeur Xi moyenne
des n mesures dont on dispose à l’instant i ; ce sont les cartes de Shewhart classiques
[3]. On compare chaque valeur Xi aux limites mo - 303C30/n et mo + 303C30/n.

- les cartes de contrôle qui utilisent à la fois les mesures à l’instant i
et les mesures aux instants antérieurs à i. Les plus répandues sont les cartes à
sommes cumulées (CUSUM) [7] et les cartes de moyennes mobiles à pondération
exponentielle (EWMA) [4] qui à chaque instant i comparent une statistique fonction
de toutes les mesures aux limites de contrôle.

Pour les CUSUM on calcule SZ - max(O, SZ 1 + Zi - k) et Si = min
(0, SZ_ 1 + zi + k) où z2 est la valeur centrée réduite de Xi et k un coefficient de
sensibilité en général choisi égal à la moitié du déréglage que l’on souhaite détecter.
L’alerte est donnée lorsque S est supérieure à h ou Si inférieure à -h ; pour le
choix de la valeur limite h, on se reportera à la norme AFNOR X06-031.4.

Les EWMA sont basées sur une moyenne pondérée des X i ; à chaque instant i
on calcule Mi = ri + (1 - r)Mi-1.

On peut également utiliser les cartes de moyennes mobiles équipondérées
d’ordre w [3]; nous rappellerons leur mise au point dans le paragraphe suivant. Elles
utilisent non pas toutes les mesures mais les w les plus récentes. De façon quelque peu
surprenante elles sont moins utilisées que les CUSUM ou EWMA. Cela est peut-être
dû au manque de travaux ou publications concernant leur efficacité. En effet, alors
que des tables donnant la période opérationnelle moyenne des cartes CUSUM [1]
et EWMA [2] [6] ont été publiées, les seuls éléments à notre connaissance sur la
période opérationnelle moyenne des cartes de moyennes mobiles équipondérées sont
des résultats de simulation effectuées par Roberts [4] [5]. Notons que les périodes
opérationnelles moyennes qu’il obtient sont assez éloignées des valeurs exactes que
nous avons calculées.

Mais plus que les statistiques suivies, c’est la rapidité avec laquelle on détecte
les déréglages qui différencie les cartes de contrôle. Cette rapidité s’exprime en terme
de période opérationnelle moyenne qui est l’espérance mathématique du nombre de
prélèvements nécessaires pour que le déréglage soit détecté. La carte de Shewhart
détecte les grands déréglages plus vite que les autres cartes citées. Ces dernières
sont plus efficaces pour les petits déréglages car elles accumulent les observations
passées alors que la carte de Shewhart n’est qu’une succession de tests de moyennes
indépendants. De ce fait, les courbes d’efficacité qui donnent la probabilité de rester
à l’intérieur des limites de contrôle en fonction du déréglage A, n’ont de sens que
pour la carte de Shewhart. En effet soit p cette probabilité, on a :
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avec X distribué selon une loi normale

où U représente une variable normale centrée réduite.
On constate donc que la probabilité est constante, indépendante de l’instant

i du contrôle alors que pour les cartes CUSUM, EWMA ou moyennes mobiles
équipondérées elle varie selon la date du prélèvement. Ainsi seule la considération
de la période opérationnelle moyenne permet la comparaison de ces différents types
de cartes.

Toutes les cartes définies ci-dessus peuvent être utilisées lorsque n = 1, ce
qui se produit pour le contrôle de procédés continus, par exemple en chimie. Mais
l’efficacité de la carte de Shewhart étant très mauvaise on recommande généralement
les cartes CUSUM et EWMA. La carte de moyennes mobiles équipondérées est
également une bonne solution comme nous le verrons.

Après un bref rappel sur la carte de moyennes mobiles équipondérées, nous
démontrons dans le paragraphe 3 la formule de calcul de sa période opérationnelle
moyenne. Les résultats des calculs sous forme de tables et de courbes seront ensuite

exploités pour étudier l’efficacité de la carte de moyennes mobiles equipondérées
comparativement aux CUSUM, EWMA et Shewhart.

2. La carte de moyennes mobiles équipondérées

Comme nous l’avons dit en introduction la carte de moyennes mobiles

équipondérées d’ordre w repose sur l’utilisation conjointe des w mesures les plus
récentes; à l’instant i on supprime la plus ancienne des moyennes des échantillons et
on ajoute la plus récente moyenne à l’ensemble. Ainsi on calcule :

Sous l’hypothèse de normalité des Xï, Mi, est pour i &#x3E; w, distribué selon
une loi normale N(mo; 03C3/nw).. Les limites de contrôle de la carte de moyennes
mobiles équipondérées sont donc mo - Lao/ vnw et mo + L03C30/nw. On aura des
limites de contrôle variables pour i  w, mais elles deviennent stables dès que i &#x3E; w.
Pour avoir des limites à 3 sigma, on prend L = 3.

Pour w = 1 on retrouve la carte de Shewhart. En fait la carte de moyennes
mobiles équipondérées d’ordre w est comparable à une carte de Shewhart où n est
multiplié par w. On conçoit que la carte de moyennes mobiles équipondérées soit plus
efficace que la carte de Shewhart puisque tout se passe comme si on avait multiplié
par w la taille des prélèvements. Intuitivement, plus le déréglage est petit, plus l’ordre
w de la moyenne mobile doit être élevé pour une bonne détection; l’amplitude du
déréglage à détecter et l’ordre de la moyenne mobile varient en sens inverse.
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Exemple illustratif : (cet exemple est tiré de la norme ISO 8258).
On cherche à maîtriser un processus d’emballage : le poids moyen souhaité des

paquets est mo égal à 100.6 g et l’écart-type du procédé est supposé de 1.4 g. La
figure 1 représente les différentes cartes de contrôle pour un jeu de données constitué
des moyennes de 25 échantillons de taille 5.

On constate que la carte de Shewhart simple (figl-a) ne signale aucun déréglage.
Par contre les autres cartes (iigl-b, fig 1-c,fig 1-d, figl-e) détectent un déréglage au
14ème échantillon. On remarque de même que la carte des moyennes mobiles d’ordre 3
est plus efficace que celle d’ordre 9 qui ne détecte le déréglage qu’au 16me échantillon.

Remarque : Il arrive qu’un déréglage paraisse manifeste sur la carte de Shewhart
sans qu’aucun point ne sorte des limites. Des règles d’alerte supplémentaires basées
sur la disposition des points sur la carte sont communément utilisées pour améliorer
l’efficacité de la carte de Shewhart. Ainsi la norme AFNOR X-06-030 préconise
d’utiliser les règles suivantes :

RI : 2 points parmi 3 points successifs sont situés entre les limites de contrôle et les
limites de surveillance (placées à deux écart-types ).

R2 : 9 points successifs sont situés d’un même côté de la limite centrale.
R3 : 9 points successifs forment une séquence croissante ou décroissante.

Ici la règle R2 détecterait une variation de la moyenne au 18ème échantillon.
Cependant l’ajout de règles supplémentaires complique l’utilisation de la carte de
Shewhart et augmente le nombre de fausses alertes.

FIGURE 1-a
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Carte EWMA r=0.1

FIGURE 1-b

CARTE CUSUM

FIGURE 1-c
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Moyenne mobile ordre 3

FIGURE 1-d

Moyenne mobile ordre 9

FIGURE 1-e

3. Calcul de la période opérationnelle moyenne

Soit N le nombre de prélèvements nécessaires pour sortir des limites de contrôle
lorsqu’un déréglage d’amplitude A se produit. La période opérationnelle moyenne
est l’espérance mathématique de N. Le calcul de la période opérationnelle moyenne
est basée sur l’hypothèse qu’un déréglage de la moyenne se traduit par un passage
de cette dernière de mo à mo + il, niveau auquel elle reste jusqu’à ce qu’une action
corrective soit prise auquel cas elle revient à mo.

Ainsi si le déréglage s’est produit entre les instants i - 1 et i, alors Mi défini
par Mi = (Xi + X i-1 + ... + X Z-w+1 ) /w est distribué selon une loi normale
N(mo + A/w; ao/vnw); de même Mi+l suit une loi normale N(mo + 2A/w ;
03C30/nw); et ainsi de suite jusqu’à Mi+w qui suit une loi normale N (mo + A ;
0’0/ vnw); et pour les Mu avec k &#x3E; w on aura cette dernière distribution.
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La probabilité de sortir des limites de contrôle k instants après le déréglage est :

Puisque Mi+k-l est distribué selon une loi normale N(mo +kA/w; 03C30/nw)
pourk=làw-lona:

où U représente la loi normale standard.
En posant 8 = 0/(QO/ vfn-), on a :

et

N étant le nombre de prélèvements nécessaires pour sortir des limites on a, en posant
Po=0:

Alors l’espérance mathématique de N est :

Mais

avec
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D’ après les formules classiques suivantes sur les progressions géométriques :

on a donc :

Finalement,

Cette expression représente la période opérationnelle moyenne d’une carte de
moyennes mobiles d’ordre pour le contrôle de la moyenne d’un procédé. Dans la
suite nous la noterons POM (8, L, w).

4. Résultats et commentaires

La formule a été utilisée pour différentes valeurs des paramètres 8, L, w. Les
résultats des calculs figurent dans les tableaux en annexe 1. Nous remarquons que
la période opérationnelle moyenne POM (0, L, w) ne dépend pas de w, elle est
donc identique à celle de la carte de Shewhart. Elle correspond au nombre moyen de
prélèvements avant une fausse alerte. Donc, si comme il est de coutume, on se fixe
ce nombre, ceci revient simplement à fixer le paramètre L.

Nous nous intéressons principalement au cas L = 3 qui correspond à la valeur
pour les limites de contrôle standard à 3 écart-types de la moyenne. Avec une période
moyenne avant fausse alerte égale à la valeur classique 370, nous avons tracé des
courbes de la période opérationnelle moyenne pour différentes valeursde w (annexe
2). Quel que soit w, nous constatons la supériorité de la carte de moyennes mobiles
équipondérées sur celle de Shewhart pour des déréglages inférieurs à 3 écart-types
de la moyenne; il existe toujours une carte de moyenne mobile d’ordre w meilleure
que la carte de Shewhart. Il est d’ailleurs possible de trouver une valeur w optimale
minimisant POM (8). Les figures en annexe 3 mettent en évidence ces minima pour
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des valeurs de déréglages fixées. Ainsi si on veut détecter un déréglage d’un écart-type
de la moyenne, la carte la plus efficace sera celle des moyennes mobiles d’ordre 7,
alors qu’une moyenne mobile d’ordre 3 sera optimale pour un déréglage de 2 écart-
types de la moyenne. Pour de très petits déréglages, l’optimum se situe au delà de
w = 10 ce qui n’est guère recommandable en pratique. L’existence d’une remontée
de la période opérationnelle moyenne lorsque w augmente peut s’expliquer de la
façon suivante : si w est trop grand, à partir du moment où le déréglage se produit et
pendant un certain temps on calcule une moyenne d’un nombre important de bonnes
valeurs et de quelques mauvaises. Ces quelques mauvaises valeurs sont alors lissées
par les bonnes, ce qui retarde la détection.

Les graphiques et tableaux sont fonction de 8 qui représente le déréglage
exprimé en nombres d’écart-type de la moyenne. Or les exigences du contrôle portent
sur la détection de 0. Mais comme 8 = 0394n/03C30, la taille des prélèvements intervient
donc implicitement. On peut alors trouver la taille des sous-groupes en fixant la
période opérationnelle moyenne désirée. Ainsi supposons que l’on veuille détecter
un déréglage d’un écart-type : il = oo en moins de 5 prélèvements en moyenne. La
table donnant POM (8, 3, w) nous indique alors les valeurs suivantes :

Comme b vaut alors y1i, on en déduit que l’objectif sera atteint soit par une
carte de Shewhart avec n égal à 5, soit par une carte de moyennes mobiles d’ordre 2
avec n égal à 3 ou par une moyenne mobile d’ordre 3 avec n égal à 2. On choisira
pour des raisons économiques évidentes la carte des moyennes mobiles d’ordre 3.
L’utilisation de tables de POM pour des cartes CUSUM et EWMA dans les normes
AFNOR X06-031.4 et X06-031.3 permet une démarche équivalente : pour un nombre
moyen d’échantillons entre deux fausses alertes fixé à 370, on peut trouver des cartes
CUSUM et EWMA pouvant détecter un déréglage d’un écart-type en moins de cinq
prélèvements. En effet pour k = 1 et h = 2.516 on a une POM égale à 3.3 avec des
échantillons de taille 4 et pour k = 0.75 et h = 3.34, la POM vaut 5.2 et la taille des
échantillons vaut alors 2.25. On pourra donc trouver une carte CUSUM équivalente
à une moyenne mobile tant en terme de POM que de taille d’échantillons. Pour les

EWMA, on trouve r = 0.4 et L = 2.96 pour une POM = 3.3 avec n = 4; ou
r = 0.26 L = 2.9 et POM = 5.2 avec n = 2.25. De même en utilisant la fonction
ewmaarl de SAS on a calculé les périodes opérationnelles moyennes pour les valeurs
6 = 2.15, b = 1.625 et b = 1.425. Pour chacun de ces déréglages il est possible de
trouver plusieurs combinaisons de r et L définissant une carte EWMA capable de
détecter un déréglage d’un écart-type en moins de cinq prélèvements avec POM(O)
égale à 370.

5. conclusion

Nous avons montré que la carte de moyennes mobiles équipondérées pouvait
être utilisée dans les mêmes conditions que les cartes CUSUM et EWMA pour
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remplacer la carte de Shewhart. Les calculs d’efficacité reposent sur l’hypothèse de
base d’un déréglage instantané et constant ce qui n’est pas toujours réaliste. Il faudrait
envisager le cas de dérives progressives mais les calculs restent à faire, comme pour
les autres cartes de contrôle d’ailleurs.
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ANNEXE 1 Tables des périodes opérationnelles moyennes
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