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SUMMARY : 

This paper deals w i t h  nominal time-series. The spectral analysis of 

an operator which sums up time dependences provides a decomposition of the 
nominal process into a sequence a time-invariant uncorrelated random variables 
and a s e t  of non-random time tunctions which give changing scores to the States 
of the process. These resul ts  extend scalar harmonic analysi's to nominal pro- - 
cesses, multiple correspondence analysis to a continuons s e t  of nominal vari- 
ables and generalized canonical analysis to mu1 tidimensional stochastic pro- 
cesses. Humerical computation comes clown to a particular kind of correspon- 
dence analysis . 

RESUME : 

On s ' in tÃ«ress  3 des donnÃ©e qualitatives Ã©voluan dans l e  temps, 
L'analyse spectrale d'un opÃ«rateu rÃ©suman les dÃ©pendance temporelles four- 
n i t  une dÃ©compositio du processus qual i ta t i f  en une su i te  de variables alÃ«a 
toires  rÃ©elle  non corrÃ©lÃ© indÃ©pendantesd temps, e t  une famille de fonctions 
certaines du temps donnant des codages Ã©volutif des Ã©ta t  du processus. Ces 
rÃ©sultat  Ã«tenden l 'analyse harmonique scalaire  au cas des processus quali- 
t a t i f s ,  l 'analyse des correspondances multiples au cas d'une famille continue 
de variables quantitatives e t  l 'analyse canonique gÃ©nÃ©ralis aux processus 
vectoriels.  La rÃ©solutio numÃ©riqu se ramÃ¨n Ã une analyse des correspondances 
d'un type part icul ier .  
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1 - POSITION DU PROBLEME ET MOTIVATIONS 

De nombreuses donnÃ©e d'enquÃ©te permettent de re t race r  1 ' h i s t o i r e  

d ' i nd i v i dus  pendant une cer ta ine pÃ«riod de temps : Ã©volu t io  de l ' a c t i v i t Ã  

professionnel le,  de l a  s i t u a t i o n  matrimoniale, de l a  rÃ©sidence Le bu t  de 

cet  a r t i c l e  e s t  de montrer qu'on peut analyser de t e l l e s  donnÃ©e de faÃ§o 

analogue Ã ce que l ' o n  f e r a i t  pour un processus sca la i re  (analyse harmonique 

[4]) e t  pour un ensemble f i n i  de var iab les  q u a l i t a t i v e s  non temporelles 

(analyse canonique gÃ©nÃ©ral is ou analyse des correspondances mu l t i p l es f9 l .  

Formellement, on considÃ©rer comme donnÃ« l e s  Ã©lÃ©men suivants : 

- Un i n t e r v a l l e  de Yemps" rÃ©e  compact T = [o,T] muni de l a  

mesure de Lebesgue d t  ( l a  gÃ©nÃ©ra l isa t i  Ã une mesure f i n i e  

a r b i t r a i r e  ne pose aucun problÃ«me) 

- Un ensemble f i n i  TÂ£ comportant m Ã©ta ts  

- Un espace probab i l i sÃ (a,+ 1 ) )  e t  un processus Xt  Ã valeur 

dans% Pour t o u t  t, X t  es t  donc une var iab le  qua1 i t a t i v e  Ã m 

modalitÃ©s On supposera, hypothÃ¨s qu i  nia r i e n  de minimale, 

que X t  e s t  cont inu  en p r o b a b i l i t Ã ©  c 'es t -Ã  -d i r  

P(Xt+, # X )  Â¥ 0 quand h > 0 .  

ANALYSE HARMONIQUE QUALITATIVE 

On notera 1; l a  var iab le  i n d i c a t r i c e  de 1 'Ã©venemen Xt  =x, & 
l e  vecteur dont l e s  m composantes sont l e s  l t, p ( t )=P(Xt= x )  = ~(1:) 

x 
( t , s )  = P ( X  = x f )  Xs=y) = ~ ( 1 ;  1;). 

Un codage ( r Ã © e l  du processus X t  es t  une fonc t i on  f t ( x )  de TÃˆZdan 

R. Notons ft(ou f.) l e  vecteur dont l e s  m composantes sont l e s  ft(x.) ( x  '36.) ; 

on o b t i e n t  un processus sca la i re  Y, par : 
-A- * 

Y t  = f t (X t )  = < f ,  1 > = z f x )  lx t (  -t 

Une dÃ©march n a t u r e l l e  p o u r r a i t  Ã ª t r  de f a i r e  l ' ana l yse  harmonique 

du processus Y pour un codage b ien cho i s i .  On p o u r r a i t  aussi c h o i s i r  une t 
f a m i l l e  f i n i e  de temps 0 4 ,  <t, 4 4' e t  f a i r e  l ' ana l yse  canonique des 

v a r i a b e s  u a l t a t v e s  Xtl, X t2  ... X . En f a i t  ou peut a r r i v e r  assez f a c i -  
'n 

lement a un t ra i tement  qu i  synthÃ«t is  e t  dans une cer ta ine mesure j u s t i f i e  
ces deux idges. 

II - DEPENDANCES TEMPORELLES 

S o i t  B l a  t r i b u  engendrÃ© par X t  ~ " ( t )  1 'espace des va r i ab les .  

r Ã © e l l e  B mesurables ( e s t - & - d i r e  de l a  forme z a l x ) ,  e t  E l ' opÃ©ra  

2 
i! t eu r  d'espÃ©ranc cond i t ionne l le  Ã Bt c 'es t -$-d i re ,  dans L (@,CL, P) l a  pro- 

j e c t i o n  orthogonale sur  L ( t ) .  

t Les opÃ©rateur E sont donc idempotents, henni t iens,  de rang in 

(au p lus ) ,  e t  transforment une v.a.r. p o s i t i v e  en une v.a.r .  pos i t i ve .  Inver-  

sement, t o u t  opÃ©rateu ayant ces propr iÃ©tÃ e s t  une espÃ©ranc cond i t ionne l le  

r e l a t i v e  Ã une t r i b u  engendrÃ© par une p a r t i t i o n  de t a i l l e  m au plus [TI. 
t 11 y a donc Ã©quivalenc ent re  l a  donnÃ« d'un opÃ©rateu E e t  d'une va r i ab le  

q u a l i t a t i v e  ( d Ã © f i n i  Ã une P-Ã©quivalenc prÃ¨s) Toutes l e s  dÃ«pendance ent re  

var iab les  q u a l i t a t i v e s  pourront donc s'exprimer en terme d'opÃ©rateurs ou s i  

on veut, on pourra se contenter, pour Ã« tud ie  l es  l i a i s o n s  ent re  var iables,  

d 'Ã©tud ie  l e s  "rapports" ent re  opÃ©rateur correspondants. 

Les dÃ©pendance deux Ã deux, au second ordre en quelque sorte, seront 

donc entiÃ¨remen p r i ses  en compte par  l a  " f onc t i on  de covariance " Kt,s = E ~ E ' .  

Notons que Kt,t = ^ t  e t  que Ks,t=~t*s. La fonc t i on  K e s t  Ã valeurs opÃ«rateur 

( e t  non pas sca la i re )  e t  transforme donc une v.a.r. en une autre.  Il es t  

f a c i l e  de v Ã © r i f i e  q u ' e l l e  e s t  cont inue pour l a  nonne h a b i t u e l l e  des opÃ©ra 

teurs.  

S i  F.. e s t  un processus sca la i re  sur  T de variance t o t a l e  f i n i e  

(cont inu  m.q par exemple), l a  fonc t ion  K d Ã « f i n i  un opÃ©rateu i n tÃ©gra  K 
t.s 
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opÃ©ran s u r  l e s  processus de var iance  f i n i e  de l a  faÃ§o s u i v a n t e  : 

(K"), = 3, = Kt,s C s  ds 
T 

S o i t  $. 1 'espace de H i l b e r t  des (classes d 'Ã©qu iva lenc  des)processus 

du second o r d r e  de var iance  t o t a l e  f i n i e  muni du p r o d u i t  s c a l a i r e  c lass ique  

s u i v a n t  (covar iance en moyenne) : 

( c l 0  )* = V ( c t  ^ d t  

K e s t  un opÃ©ra teu  d a n s x  ; il e s t  immÃ©diat en v e r t u  des hypothÃ«ses 

de v Ã © r i f i e  que K e s t  hern i i t i en ,  p o s i t i f ,  compact, de t r a c e  f i n i e .  On va donc 

pouvo i r  u t i l i s e r  sa dÃ©composit io s p e c t r a l e  : 
! 

K ; ), & ^  $1 
i=1 i 

oÃ l e s  c ( )  sont  des processus de var iance  t o t a l e  u n i t Ã ©  orthogonaux dans?"-, 

vec teurs  propres associÃ© Ã \. de 1 'opÃ©ra teu  K c ' e s t - Ã   - d i r  v Ã © r i f i a n  : 

(1)  

Remarque 1 : L ' o p Ã © r a t e u  tan t ransforme l e  processus $ t  en l e  processus : 

E(vt  a ^) et. 

Remarque 2 : Les processus c i )  fo rment  une base h i l b e r t i e n n e  de l ' i m a g e  f e r -  

mÃ© de K dans St . Autrement d i t  on a, pour t o u t  processus de% , s o i t  n , en 

n o t a n t  ri l a  p r o j e c t i o n  or thogonale s u r  I i i K  : 

III - GENERATRICES, UN AUTRE ASPECT DE LA DECOMPOSITION 

L 1 Ã © q u a t i o n ( l  s ' Ã © c r i  auss i  : 
t 

Q = Ã© jT Es($)  d s  = E 1 % ds puisque E'{%) = % 
T 

Les processus propres son t  donc nÃ©cessairemen t e l s  que t t  s o i t  

Bt-mesurable. 

Notons a l o r s  Q = j ~ d s .  C ' e s t  un opÃ©ra teu  h e n n i t i e n  a u t o a d j o i n t  
2 T compact s u r  L (R,U.,P,) ( e t  c ' e s t  auss i ,  en quelque sor te ,  l a  t r a c e  de K). 

DÃ©f in isson  une v a r i a b l e  a l Ã © a t o i r  z par  : 

t z = j' ds d ' o Ã  A c t  = E ( z )  T s ( * )  

Â¥O a p p e l l e r a  z l a  g Ã © n Ã © r a t r i  du processus p ropre  c .  Par i n t Ã © g r a t i o  de ( 2 )  

sur  T e t  par  d Ã © f i n i t i o  de Q il v i e n t  : 

ANALYSE HARMONIQUE QUALITATIVE 

Les g Ã © n Ã © r a t r i c  s o n t  donc vecteurs propres de Q. Inversement, s o i t  

z un vec teur  p ropre  de Q e t  posons e t  = E Z .  En prenant  l ' e s p Ã © r i n c  a 8, des 

deux membres de ( 3 )  on v o i t  que et  e s t  processus p ropre  de K e t  que l a  

recherche des elÃ©ment propres de l ' Ã © q u a t i o  (1) e s t  Ã © q u i v a l e n t  Ã c e l l e  de 

1 'Ã©quat io  (3 ) .  

On en d Ã © d u i  que : 

- Les gÃ©nÃ©ra t r i c  son t  sans c o r r Ã © l a t i o  . 
- z(O) = cte e s t  g Ã © n Ã © r a t r i  propre de v a l e u r  p ropre  T. Comme 

1 1 ~ 1 1  < I  dÃ« que E n ' e s t  pas cons tan t  (dt -presque p a r t o u t )  t o u t e s  l e s  va leurs  

propres s o n t  p l u s  p e t i t e s  que T. 

-z" ( i = 1  . . .) e s t  de moyenne n u l l e  
0 

-c t  e s t  constante 

- e s t  de moyenne n u l l e  t o u t  t o u t  t e t  t o u t  i h l  

On t rouve  de p l u s  aisÃ©men que l e s  Z ! ~ )  s o n t  de var iance  ?,i. 

I V  - LES CODAGES PROPRES ET LEURS CALCULS 

S i  c t  e s t  un processus propre,  on peu t  l u i  assoc ie r  un codage car  

e t  Ã © t a n  Bt-mesurable on a : 

t t  = 4 a: 1; 

L ' Ã © q u a t i o  (1) s ' Ã © c r i  a l o r s  : 

Y t Y  A x t t  1 ax lx = jT;as E ( l S )  ds 

t t comme E (1:) = 8 1 E (1:/1: = l ) ,  on t rouve  que : 

d'oÃ p a r  i d e n t i f i c a t i o n  : 
P ( t i ~ ) ~ ~  

A a; = j' ds j 
T PT>- 

ou e n f i n ,  v e c t o r i e l l e m e n t ,  en n o t a n t  P l a  m a t r i c e  dont  l e s  Ã©lÃ©men son t  
t ,s  

l e s  pXty ( t , s )  : 

Agt = jT pi:t gs ds' ( 5 )  

Les gÃ©nÃ©ra t r i c  zli ) e t  l e s  codages -aii ) f o u r n i s s e n t  donc une dÃ©compo 

s i t i o n  du processus en une s u i t e  o r thogona le  de v a r i a b l e s  a l Ã © a t o i r e  indÃ©pen 

dantes du temps e t  de codages (non a l Ã © a t o i r e s  f o n c t i o n s  du temps. Leur i n t e r -  
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prÃ©tatio pratique peut se f a i r e  comme celle des composantes e t  des harmo- 

niques en analyse harmonique : graphes des codages de chaque Ã © t a  en fonction 

du temps, corrÃ©latio des gÃ©nÃ©ratric avec certaines variables connues (cercle 

des corrÃ©lations) 

Cela d i t ,  comme nous allons le  voir, l 'analyse harmonique qualitative 

e s t  une gÃ©nÃ©ralisati de mÃ©thode familiÃ©re d'analyse des donnÃ©e e t  s ' y  

ramÃ«n d 'a i l leurs  sur l e  plan numÃ©rique Toutes l es  techniques d'interprÃ©ta 

tions habituelles dans ces mÃ©thode sont donc encore valables dans notre cas. 

V - LIEN AVEC L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES MULTIPLES 

Supposons qu'il  exis te  p+l instants O = t "  <tl . . .<t =T, t e l s  que toutes 
P 

les  t ra jectoires  du processus soient constantes sur  l es  interval les  ( t j- l , t j) .  
Autrement d i t  l e s  changements d 'Ã©ta t  ne pourront se  produire qu'aux instants 

t .  ( j = Ã  ,...,p- l ) ( t )  
J 

L'Ã©tud d'un tel processus e s t  semblable Ã l a  temporalitÃ prÃ¨s Ã 

cel le  d'un ensemble de p variables qualitatives Ã valeurs dans l e  mÃ©m ensemble 

Notons c .  l a  valeur de t t  sur ( t j - , ,  t . ) ,  E~ l 'espÃ©ranc condition- 
J J 

l e  Ã t . .  e t  1 .=t.-t. ; les  gquations (1 )  (2)  e t  ( 3 )  prennent maintenant 
J J J J-1 

forme suivante : 

11 e s t  c l a i r ,  enfin, que les codages associÃ« aux variables tk  seront 

des fonctions constantes sur les  intervalles du dÃ©coupag e t  q u ' i l s  seront 

donnÃ© par l a  modification suivante de l'Ã©quatio ( 4 )  : (on note p ( j , k )  la 
X , Y  

valeur constante de px ( t , s )  sur l e  rectangle ( t j - l , t j )  ~ ( t ~ - ~ , t ~ ) ; P x ( j )  
Y Y 

e s t  dÃ©fin de faÃ§o analogue) : 
P 

AaX - z 
k -jZl y 

(4 '  1 

9 

(i() 11 ne s ' ag i t  Ã©vidmraen pas des hypothÃ«se de continuitÃ fa i tes  au para- 

graphe 1,nous avons aÃ©j d i t  qu 'e l les  n'avaient rien de mlnimum. I l  e s t  c l a i r  
que, dans l e  contexte de ce paragraphe, tout "marche" encore bien. 
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L'Ã©quatio ( 3 ' )  n ' e s t  autre que ce l le  de l 'analyse canonique gÃ©nÃ©r 

l i sÃ© de J.D.CARROLL [z] appliquÃ« aux p groupes des m indicatrices des Ã©ta ts  

Dans l e  cas ou si e s t  f in i  e t  comporte n individus on retombe sur u n  des ava- 

tars  de l 'analyse des correspondances : les  codages e t  les gÃ©nÃ©ratric sont 

les  "facteurs" de 1 'analyse de correspondances d'un tableau disjonctif modifie 

Ã n lignes e t  mp colonnes : 

00 la  jÃ©m "question" s e r a i t  pondÃ©rÃ par l a  durÃ© 1 . Les valeurs propres 
j 

de ce t te  AFC sont alors Ã©gale a + / T  , 

VI - LIEN AVEC L'ANALYSE HARMONIQUE VECTORIELLE 

Une variable qua1 i t a t ive  e s t  Ã«quivalent Ã 1 'ensemble des indicatrices 

de ses modalitÃ© ; u n  processus qua l i t a t i f  Ã m Ã©ta t  e s t  donc Ã©quivalen au 
Â¥A 

processus vectoriel a valeurs dans [ R ~ :  1 = 

L'analyse des correspondances multiples &tant un cas part icul ier  de 

l 'analyse canonique gÃ©nÃ©ralis (ACG), on s 'a t tend Ã ce que l'analyse hamo- 

nique qual i ta t ive se dÃ©duis de 1 'analyse harmoniqued'un processus vectoriel.  

Nous devrons pour cela modifier l a  dÃ©finitio de l 'analyse harmonique vecto- 

r ie l  l e  donnÃ« dans [a]. 
i. 

1 2  Soit X u n  processus alÃ©atoir  m-dimensionnel 2 =(Xt, X t ,  . . x:) 
i '2 tel que \ E ( X t )  d t  <-Â i = l , 2 , .  .m 

T 
Â¥A 

Soit C l 'operateur de covariance d u  processus X t  te l  que C e s t  l a  
t , s  

matrice d'Ã©lÃ©men ~ 1 ~ :  = E 1x1 ~ - 1 s i  X e s t  centrÃ© Nous supposerons C in- 
t,t 

versible pour tout t. 

L'analyse harmonique vectorielle consiste dans l 'analyse spectrale de 
- 1 l'opÃ©rateu R dÃ«dui de C par R t S s  = Ctt  C t .  Autrement d i t  on cherche les  

solutions f:, fonctions vectorielles certaines du temps vÃ©rif ian : 
G 

Gt = jT Cts f c  ds avec J 1 dt-1 
- ^,t 

(6) 

En  posant z, variable alÃ©atoir  scalaire indÃ©pendant du temps : 

on a alors : 

Par rapport Ã la dÃ©finitio de [4] oii 1 'on effectuai t  1 'analyse 
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AIMEXE : ~ u e l q u e s  r Ã © s u l t a t  concernant  l ' a n a l y s e  canonique g Ã © n Ã © r a l i s  ( K G )  

S o i e n t  Xi i=1,2, . . . ,p des tab leaux  de donnÃ©e associÃ© a  p  groupes 

de m. v a r i a b l e s  centrÃ©es mesurÃ©e s u r  n  i n d i v i d u s .  La d Ã © f i n i t i o  de p-uples 
1 

de v a r i a b l e s  canoniques si = Xi a_. n ' Ã © t a n  pas unique e t  dÃ©pendan du c r i t Ã © r  

c h o i s i  ( z ) ,  J.D. CARROLL [2] a v a i t  suggÃ©r de rechercher  p l u t &  des v a r i a b l e s  

a u x i l i a i r e s  (nos g Ã © n Ã © r a t r i c e  combinaisons l i n Ã © a i r e  des an, v a r i a b  les e t  

maximisant  l a  somme de l e u r s  c a r r Ã ©  de c o r r Ã © l a t i o  m u l t i p l e  avec l e s  Xi : 
D * 

max i R'(& ;xi) 
z 1=1 - 

On t r o u v e  immÃ©diatemen que l e s  s o n t  vec teurs  propres de lasomme des 

p r o j e c t e u r s  Ai s u r  l e s  sous-espaces Wi engendrÃ© p a r  l e s  Xi. Les p r o j e c t i o n s  
1 = Ai "_ c o n s t i t u e n t  a l o r s  un systÃ©m de v a r i a b l e s  canoniques.^ e s t  Ã l a  f o i s  

l a  s o m e  e t  l a  premiÃ¨r  composante p r i n c i p a l e  des si (ACP norinÃ©e) Les "_ son t  

auss i  l e s  composan t e s  p r i n c i p a l e s  de 1  ' ACP du t a b l e a u  X= (X, 1 X 1 . . . 1 X  ) avec 
P  

pour  mÃ«t r iqu  H = d i a g  viil. C e t t e  technique a p p a r a i t  donc auss i  comme une 

g Ã © n Ã © r a l i s a t i  de llACP r Ã © d u i t  Ã des groupes de v a r i a b l e s  : chaque groupe e s t  

t r a i t Ã  comme une v a r i a b l e  r Ã © d u i t  e t  on ne t i e n t  compte que des c o r r Ã © l a t i o n  

in te rg roupes  e t  non in t ragroupes .  

Lorsque l e s  Xi son t  des tab leaux  d ' i n d i c a t r i c e s  l a  mÃ©thod e s t  i den-  

t i q u e  Ã 1  'ana lyse  des correspondances m u l t i p l e s  de X.  [3] [g] 

Les r Ã © s u l t a t  obtenus au paragraphe V se t ransposen t  aisÃ©men Ã liACG 

en remplaÃ§an l e s  opÃ©ra teur  d 'espÃ©ranc c o n d i t i o n n e l  l e  ~ ~ a r  l e s  p r o j e c t e u r s  A. 

Avec 1. = 1 l ' Ã © q u a t i o  (1') d e v i e n t  : 

Le v e c t e u r  a n p  composantes obtenu en e m p i l a n t  l e s  j_ : 
, 1 Y = &  , - . 5'. ) e s t  a l o r s  vec teur  p ropre  de l a  m a t r i c e  K de t a i l l e  np 

d o n t  l e s  b l o c s  s o n t  l e s  p r o d u i t s  A, A. . 
J '  

C e t t e  p r o p r i Ã « t  g Ã © n Ã © r a l i  de maniÃ¨r  n a t u r e l l e  l a  p r o p r i Ã © t  s u i v a n t e  

( i n Ã © d i t  Ã n o t r e  connaissance) de l ' a n a l y s e  canonique o r d i n a i r e  de deux tab-  

leaux  XI e t  X, i 

(Ãˆ II y  a  a u t a n t  de g Ã © n Ã © r a l i s a t i o  de l ' a n a l y s e  canonique que de faÃ§on de 
d Ã © f i n i  l a  l i a i s o n  g l o b a l e  e n t r e  p v a r i a b l e s .  

ANALYSE HARMONIQUE QUALITATIVE 

l e s  v a r i a b l e s  canoniques 3 e t  3 v Ã © r i f i e n  l a  r e l a t i o n  : 

00 r e s t  l e  c o e f f i c i e n t  de c o r r Ã © l a t i o  canonique. Les vec teurs  p ropres  de 

K Ã © t a n  deux a deux orthogonaux on o b t i e n t  a l o r s  immÃ©diatemen l a  p r o p r i Ã © t  

dmilorthogonali tÃ f a i b l e "  [3] des 5, : 

l 
q u i  complÃ©t l a  p r o p r i Ã © t  d ' o r t h o g o n a l i t e  des z : r (zs i  ; 15.) = 6kl 


