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Pour 1cnnlncr ccnc 1•~111.111011. llôll\ k"OOm • Indiquer !!"'! œ J>fbcnt 
ti•·rc est l'lm•~•ioo d'un roun Modul.td lut b di-.rn1t111a1io11. qui •'c.i 
tenu à Su:ubourg en Novcmhrc 198',1, cl qui fui organis6 d<' ni.Jin de 
maitre par l)an1Hc Oungé cl llél~nc 111io1 que Jt rtmcmc 
chaleurcu>cmcn1 aim1 que les autcun dc3 diff~rcnts nnicleJ. h1 le pbi1ir 
à associer à ces mncrdemcnts 1.,,. membrcs du dub Modubd Lnfin JC 
rcmcrcK ,Manlnc Coméfü rour 5')11 nide matérielle el M1Chcl llemadou 
pour avoir acceplé d'uc.:uctllir cd ouvrage collcc1if dan• Io wllccti<>n 
Didactique de l'INRIA. 

Rocquencoun, le 21 Oc1obrc 1990 

Gilles Celeux 
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CHAPITRE 1 

INTRODUCTION A LA DISCRIMINATION 

PROBLEMATIQUE et METHODES 

G. Saporta 

Les méthodes de discrimination s'appliquen1 à des observations 
mulridimcnsionncllcs n!panics en plusieurs groupes (ou sous-popularions) 
définis a priori. 
On peur leur as.~igncr deux objecrifs complémentaires : 
• érudicr si les variables recueillies pcrmcnem de distinguer les groupes. 
• fournir des règles de classemenr pour prédire l'appanenance des 
observations aux groupe$. 

Le premier objccrif correspond grosso-modo aux méthodes dites 
géométriques qui se nmacbcnl aux mélhodcs dcscripû•-es de l'analyse des 
donnée< (compo<ames principales. correspondances) : le deuxième à des 
mélhodes probabifütes utilisant des modèles plus ou moins contraignants. 
I.e.. mélhodcs de di>erimin3tion u1iliscn1 donc 1ou1 !arsenal des rechniques 
& la S131i~lique descriprive 4'1 inféreotieUe el son1 liées à la régression 
muhiple. l'an.il)><: de la vari3n0e. la théorie de la décision ba)-esienne etc ... 
Ce.i dire la riche>~ de ce ~ujcl qui a suscité une linératurc abondanre 
tplu' de 1000 anicles d.ul; des revues). de nombreux logiciels. e1 wie foule 
d'applicazioo, cbns le.- domaine• ~ plus di"ers. 

1. Of L·\ CR.\:\IOLOGIE AU PLBLlPOSTAGE: 
60 ·\'S D'APPLICATIO~S 

l~.\ pn:mic" rravaux sur l'analyse discriminante remonrem aux années 20 
e1 001 é1~ in>piré> par des éludes concemJnl la reconnaissance de races 
humaines à panir de mc'ure' craniennes (•oir S. Das Gupta 1973). 
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Il est intéressant de noter que lînd1ce de disrance gfoérahsé, COClllU SOUS le 
nom de distance de Mahalanobu a été inuoduit plus clc 10 an< avant la 
fonction de classemem de Fi>her, à pan:ir d'un "coefficicnl de 'im1htudc 
raciale" proposé par K. Pearson en 1921 et 1926. Comme dan.\ beaucoup 
d'autres domaines de la sl3tistique, il y eut une ère Pearsonienne avan1 l'ère 
F"hcrienne. 

Mahalanobis sïntél'CS$31lt aux races du Bengale en 1927. nota D2 la 

diswlce géoénlisée. Hotclling proposa en 1931 soo lest T2 d'égalité de 
deux vectews de IDO)'CMCS qui ne diffère de D2 que 112r une conswue. 

C'est en 1936 que Fisher propose sa fonction discriminante comme la 
combinaison linéaire de p variables qui maximise l'écan réduit enue les 
moyennes de deux groupes. Puis Welcb en 1939 e1 Wald en 1944 donnèrent 
la formulation bayesienne du classement entre deux populations, que Rao 
étendi1 dans une série d'articles à plusieurs populations de distributions 
connues. Citons encore T.W. Anderson, en 1951, qui traite le cas où les 
pataJÙlres sont estimés. 

Depuis ces cemps anciens (!). les applications de l'analyse discriminante 
n'ont cessé. Citons entre autres : en médecine, l'aide au pronostic 
(cbssification scion rissue probable d'une maladie), l'aide au diagnostic 
(classification dans une forme de maladie comme les différents types 
d'hépatites) en météorologie (prévision des avalanches), en banque et 
assurance (prévision des risques. crédit-scoring), en marketing direct 
(sélection d'adresses dans des fichiers pour op1imiscr les envois de 
propositions commerciales). en reconnaissance de la parole. 

Dans tous les cas, les données sont du type suivant : connaissant des 
échantillons de Dt• n2, .... n1 observations ap112nenan1 à g groupes bien 
~finis. on cherche une règle permettant d'affecter des observations 
d'appaneoance inconnue à l'un des groupes. 

2. LES METHODES 

Elles diffèrent selon la nature des variables et l'optique recherchée : 
analyse de la situn1ion ou classcmenL 

. 7. 

2.1 Méthodes glométriques 

2. /.1 Variablts numi riques : analyst /actariellt discriminante 

L'analyse factorielle discriminance consiste dans la recherche de nouvelles 
variables combinaisons linéaires des p variables initiales qui fournissent 
les meilleures séparations des groupes au sens habituel de l'analyse de la 
dispersion : rapport dispersion inter I dispersion intra. Géométriquement 
cela revient à chercher des axes de IRP 1els que les oenues &i des groupes 
s'y projenent avec une dispersion maximale. 1out en minimisant en 
moyenne la dispersion de chaque groupe. 

S i on note T. 8 , \V rcspecti,-cment les matrices de dispersion 10!3.lc. inter 
et intra, les combinaisons linéaire• discrimiruntes b qui réaliscn1 des 
maximums successifs de 

.li1L12. ou de .ll'..Jl..b.. 
b'Tb b' Wb 

sont les Vecteurs propres de w· l 8 ou de ,.. , B 

L'analyse factorielle discriminante appanit alors comme une analyse en 
rompoun~ principales du nuage des centres de gravité des groupes avec 

la métrique r 1 ou la métrique w· I (mtlrique de Mahalanobis). Le 
nombre d'ucs discriminants. donc de variables discriminantes est en 
gfroéral égal à g· I si p > g . Cene méthode est égalemern appelée analyse 
canonique discriminante car on peut la retrouver en effectuont l'analyse 
canonique (recherche de combinaisons linéaires en corrélation maximale) 
de• deux ensembles suivants de variables : d'une pan les p variables 
numériques observées, d'nu1re part les g indicatrices des groupes. 

l .o"'luC g • 2 . il n'y a qu'une seule variable discriminante qui s'obtient 
a1<imon1 pui<que l'axe discriminam est la droite des centres : 
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b a w-1 eg1 - g:i) . On re1rouve ainsi la fonction linfa1re diic1i111 inon1e de 

Fisher. 

Toujoun dan.> le cas de 2 groupes, l'analyse di'Crimirunle se tam~nt 
formellement à une régre$Sion entre une variable y bivalente (val:uit par 
e xemple O sur le groupe 1 et 1 sur le groupe 2 ) et l'en,e111ble d.­
variables numériques, ce qui permet d'utiliser des logiciels de régre.-i<>n 
mais pas tous lews résuhats, en paniculier les leSIS de signification. car les 
hypothèses de normalité des résidus du modèle linéaire ne sont pu 
vérifiées. 

Les variables discriminantes étant &finies à un coefficient multiplicatif 
p~. il est d'u~ de choisir celui-(:i de ielle sorte que l'on reuou,·e dans 
l'espace de projection les distance> de Mahalanobis entre groupes par 
simple application du thforeme de Pythagore. 

2.1 .2 Variablts qualilaJi•es 

On ne peul évidemment trouver de.< combinaisons linéaires des variables. à 
moins d'en réaliser un codage paniculicr. La mtthode Disqual proposée 
par l'auteur permet de se ramener au cas précédent en remplaçant les 
variables qualitatives par les compo~tes de l"analyse factorielle des 
correspondances muliiples. Ceue façon de faire est très utilisée pour la 
notation des demandeurs de crédit. Dans le cas de deux groupes, le 
programme DIS2G présent dans MOOULAD réali\c ces opér.uions. 

2.1 J Umilaliont 

Les méthodes géométriques. doni l'ob~ctif est de trouver des variables 
discriminMtes e1 une représentmion des observmions menant en évidence 
leur sépara1ion en groupes, permeuent également d'effectuer des 
classemen1s en utilisant des règle> simples basées sur la distance de 
Mahalanobis aux centres des groupes. :.fais de tels procédés ne permenent 
pas de calculer des probabilités d'affectation et ne ~om pas ~.sairement 
optimaux au senS de la théorie de 13 &cision. On rccoun alor; aux modèle> 
probabiliste.<. Notons ici que cenamcs applications ne relhent que de la 
description comme les célèbres lri~ de Fisher. 

• 
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2.2 Méthodes probabilistes 

Elles reposent sur la regle bayesicnnc : oo cl3sse une observation x dans 
le groupe pour lequel la probabilité a posteriori est maximale. Si les Pi 

sont les probabilités a priori et les f;(x) les densités de probabilité pour 
chaque population, la probabililé a posieriori est : 

P(G; 1 x) = Pi fbl . 
LI>; f,(x) 

On cherchera donc le max de Pi f; (x). 

Si la connaissance des prob3bili1és a priori ne pose en gWéral pas de 
problème. il n'en es1 pas de même de celles des fi(x) . 

2.2.J u m odèlt normal. 

Tout n.11urellcmen1 le~ théoriciens se sont penchés sur le eu où les ~(x) 

sont des densités normales p . dimensionnelles Np(ll; ; I:;) . 

Si les matrices I:i soni différentes, la règle de Bayes conduit à des 

formule> de classement quadratiq~ en x • si les I:; sont égaux, à des 
formule> lméaires. 
S i de plus les Pi sont égaux on retrouve alors la règle géométrique de 

cla>scmen1 au groupe le plus proche au sens de la distance de MabalanobL<. 

En pra1ique tous le.~ paramèues doivent être estimés, ce qui pose entre 
•utre• problèmes celui de décider si les I:i sont égaux ou non. Le fait 

1l'utiliser des estimations séparées des Ei • donc des formules 

quadr.uiquc>. peul conduire à des gains illusoires vu le nombre de 
raram~ucs à estimer. Pour deux groupes il e.t possible de rccbercher 13 
u~illeure fonnule hnfa1re avec E1 ~ E2 (mé1hode d'Anderson Babadur). 

l.Z.J 1.o discrim ination logistiqu~ 

li s'agu •lune approche que l'on peut qualifier de semi-paramé1rique où 
l'on 1110Jél1...: la probabililé a posteriori et non les densités pour chaque 
groupe 
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On pose P(G/x) = exp (9o + 9'x) 
1 + exp(9o + 9'x) 

Les paramètres 90 et 9 sont alors estimés par une méthode de maximum 

de vraisemblance conditionnel. Cette méthode qui a la faveur des 
économètres, contient comme cas paniculiers le modèle normal et aussi 
certains modèles log-linéaires. Bien silr, si Je modèle normal est vrai, il 
vaut mieux utiliser la théorie normale qui correspond à des estimations du 
M.V. non conditionnelles. 

2.23 Mithod.s non paramétriques 

Elles consistent à estimer soit les densités fi(x) soit la probabilité a 
posteriori P(G/x) - Le premier cas peut être traité à l'aide de toute 

technique d'estimation de densité ; la plus connue étant la méthode du 
noyau; 

f;(X) 'j f: L K~) 
"-n, .,t;, ~ 

La méthode des k-plus proches voisins est une technique très simple 
d'estimation de la probabilité a posteriori, surtout utilisée pour classer 
directement x : on cherche les k voisins les plus proches de x au sens 
d'une certaine métrique et on classe dans le groupe majoritaire. 
Ces méthodes ont l'inconvénient vis à vis des précédentes d'être des boites 
noires où l'on ne peut évaluer l'influence des diverses variables. 

2.2.4 Méthodes probabiUstes pour variables qualitatives 

Si les variables explicatives X 1, X2, -- - , Xp sont qualitatives à 
respectivement m1, m2 .... , mp catégories, il suffirait en tMorie pour 

prédire l'appartenance d'une observa1ion x à un groupe de considérer la 
fréquence de ce groupe conditionnellement aux X; . C'est le modèle 

multinomial 
p 

Le produit fI m, ttant en général très grand, cette approche CSI irréaliste Cl 
isl 

il fout utiliser des modèles simplificateurs exprimant P(G/x) à l'aide d'url 

petit nombre de paramètres. On citera ici la régression quahtat1vc dr 
Daudin (modèle linéaire sur les probabilités) et le modèle Io~ hrl>':1ur, >111 

' 
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les rappons de probabilité. D'autres modèles ont été proposés (Lancaster) 
mais n'ont pas été réellement appliqués. 

2.4 Discrimination par arbre 

Les arbres de segmentation proposent une approche toute différente. On 
détermine pour chaque variable la dichotomie optimale au sens d'un 
certain critère lié à la stparation de la population en g groupes et on 
choisit la meilleure variable pour effectuer une dichotomie de la 
population. On recommence alors dans chacun des 2 groupes etc ... 

Ces méthodes très utilisées en marketing ne jouissaient plus de la 
considération des statisticiens (combinatoire rebutante, absence 
d'estimation des probabilités d'erreur ... ) jusqu'à ces dernières années avec 
la parution des travaux de L. Breiman et J. Friedman qui utilisent un 
nouveau critère dit d'impureté, lié au mélange des sous-populations à un 
noeud de l'arbre et une procédure de validation croisée à l'aide d'un 
échantillon tesl pour ne conserver que les branches utiles de l'arbre. 
Ceue lecbnique conduisanl à un raisonnement séquentiel proche de celui 
des uùlisateurs qui biérarebisent les variables connait un regain d'intérêt 
très neL 

J. LES PROBLEMES 

Dans l'application des méthodes de discrimination, Je praticien se trouve 
frtquemment confronté à divers problèmes assez différents les uns des 
autres. 

-
J. l Les mélanges de variables 

Il est courant d'avoir à la fois des prédicteurs numériques et qualitatifs. 
Certaines méthodes penneuent de les traiter simultanément comme la 
d"crimination logistique mais pas d'autres. On peut alors recourir à des 
rr<eldagcs, le procédé le plus fréquent consistant à rendre qualitatives les 
vuriables par un découpage en classes, ce qui permet d'ailleurs de pouvoir 
c <ploiter des oon linéarités évenruelles. 

1 >•ns le cas de deux groupes. notons une possibilité peu utilisée : celle du 
nul&lc linéaire général puisque la discrimination linéaire peut s'effectuer 
~u moyen d'une régression multiple : il suffit ici d'introduire les 
in•lkJtriees des catégories des variables qualiratives comme prédicteurs. 

' 
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J.? Mesures dt qualité et ··alidation 

Les indicateurs Statistiques tels le D2 de Mahalanobis, la Trace de Pillai 
(somme des valeurs propres de v· • B), le A de Wilks etc ... n·mté~s>ent 
pas toujours le praticien qui veut connaître les perfonnances en tenne• de 
taux d'em:ur de classemenL Ces 1aux d'em:urs ne sont pas lié> de façon 
évidente aux statistiques précitées dans le cas gaussien et encore moins dans 
les autreS cas. 

On mesure les 1aux d'erreurs en appliquant les règles de classement à des 
obscl'\iations de provenance coooue. 

La ~ de resub.tilution qui consiste à r611iliscr les mêmes données 
que celles qui ont servi à bâlir les règles. présente un biais évident. Il faut 
utiliser de préférence un échantillon ~ d'observations supplémenlaires. 
Lorsque l'on ne dispose pas de suffisamment de données il faut alors 
recourir à des méthodes de validation croisée (on reclasse chaque 
observation à l'aide de n-1 autre$) ou de rééchantillollll3gc bootstrap. 

3.3 Choix de variables 

Un grand nombre de motifs peuvcru conduire à restreinc!Ie le nombre de 
ptédic1eurs : moindre coût. meilleure stabilité des résultats entre autres. 
Comme dans d'autreS domaines il faut définir des crit~res de choix et de 
procéduic. de sélection. 

En dépit de cc qui a été signalé au paragraphe précédent, la plupan du 
temps on compaic deux ensembles de variables en termes d'indicateurs 

statistiques comme le A de Wi lks ou le D2 de Mahalanobis pou.r 2 
groupes et non scion les performances réelles ' l'avantage en C>l une 
simplification des calculs car tout se déduit des matrices de covariance et il 
n'est pas ~ire de procéder au cbsscment des observations à chaque 
CSS3J. 

Comme l'exploration exhausti•c des sous-ensembles de variables est 
souvent impossible on utili!e des méthodes pas à pas. Notons cependant que 
pour deux groupes, lïdentité avec une régression permet d·uuliser de• 
méthodes très performantes de recherche exhaustive comme ccUe de 
Funm·al cl Wilsoo. 

La méthode la plu~ courante consiste à augmenter progressivement le 
nombre de variables jusqu'à oe que ron ne pui:>sc plu, rajouter ni cnk,cr 
de p~dicteurs selon wi test de type F partiel. 

. 13. 

L'ajout d'une variable à un sous<nscmble ayant pou.r effet d'augmcru.er le 
o2 et de diminuer le A , on cherche à maximiser la variation à chaque 
pas. 




