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El Analisis Discriminante 

Gilbert Saporta* 

El objetivo de los métodos de discriminacion consiste en predecir una variable cualitativa 
con k categorfas con la ayuda de p predictores, generalmente numéricos. 

Se puede considerar el analisis discriminante como una extension del problema de re­
gresion en el caso donde la variable a explicar es cualitativa; veremos por otra parte que en 
el caso de dos categorias, podemos referirnos exactamente a una regresion lineal multiple. 

Los datos estan constituidos por n observaciones repartidas en k clases y descritas por 
p variables explivativas. 

Se distinguen clasicamente dos aspectas en analisis discriminante: 

a) descriptivo: buscar cuales son las combinaciones lineales de variables que permiten 
separar lo mejor posible las k categorfas y dar una representacion grafica (as{ como 
en analisis factorial), que da cuenta lo mejor posible de esta separacion; 

b) decisional: un nuevo individuo se presenta para el que se conocen los valores de los 
predictores. Se trata entonces de decidir en cual categorfa hay que asignarlo. Es un 
problema de clasificacion (pero no en el sentido de clasificacion automatica). 

Estos dos aspectas corresponden, grosso modo, a la distincion entre métodos geométricos 
y métodos probabilisticos. 

Entre las innumerables aplicaciones del analisis discriminante citamos algunos campos: 

- ayuda a la decision en medicina: a partir de medidas de laboratorio, se busca una 
funcion que permita predecir lo mejor posible el tipo de afeccion de un enferma, o su 
evolucion probable con el fin de orientar el tratamiento; 

- meteorologfa: prevencion de avalanchas a partir de variables ligadas a la atmosfera y 
a la nieve; 

- finanzas: prevencion del comportamiento de los demandantes de crédito. 

*Département de Mathématiques et Informatique, Centre National d'Arts et Métiers, Paris 
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76 G. SAPORTA 

1 Métodos geométricos 

Estos métodos, esencialmente descriptivos, se hasan solamente en los conceptos de distancia 

y no hacen intervenir hip6tesis probabilisticas. 

1.1 Datos y notaciones 

Los n individuos ei de la muestra constituyen una nube E de IR.P dividida en k subnubes 
E

1
, E

2
, ... , Ek con cen tros de gravedad 91, 92, ... , 9 k y matrices de varianzas Vt, V2, . .. , Vk 

(figura 1). 

Figura 1 

Sea 9 el centro de gravedad y V la matriz de varianza de E. Si a los n individuos 
e1, e2, ... , en les son afectados los pesos Pl, P2, · · · , Pn, entonces los pesos q1, q2, · · · , qk de 

cada subnube son entonces 
qj = E Pi 

e;EEj 

Se tiene: 

k 

9 = Eqj9j y 
j=l 

Llamemos matriz de varianza interclase, la matriz de varianza B de los k centros de 

gravedad provistos de los pesos qj: 

k 

B = E qj(9j- g)(gj- g)t 
j=l 

y matriz de varianza intraclase W, el promedio de las matrices Vj: 

k 

w = EqjVj 
j=l 
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En general, W es invertible mientras que B no lo es, porque los k centras de gravedad 
estan en un subespacio de dimension k - 1 de IR.P (si p > k- 1 lo que es generalmente el 
casa), en tances la matriz B es de tamaiio p. 

Tenenemos entonces la relaci6n siguiente: 

que se demuestra facilmente y constituye una generalizaci6n de la relaci6n clasica: 

varianza total = promedio de las varianzas + varianza de las medias 

Supondremos en adelante que 9 = 0, es decir, que las variables explicativas est an cen­
tradas. 

Si consideramos que la tabla de datas a estudiar se pane bajo la forma: 

[AIX] 

donde X es la matriz de p variables explicativas y A la tabla 16gica asociada a la variable cua­
litativa, los k centras de gravedad 91 ,92, · · ·9k son los filas de la matriz (AtDA)- 1(AtDX). 

(At DA) es la matriz diagonal de pesos qj de las subnubes: 

0 :. 1 
La matriz de varianza interclases se escribe entonces, si 9 = 0: 

D ((At DA)-1 At DX)tAt DA((At DA)-1 At DX) 
XtDA(At DA)-1 At DX = (XtDA)Di 1(At DX) 

En el casa donde Pi = ~ las expresiones anteriores se simplifican e introduciendo los 
efectivos n1. n 2 , · · ·, nk de las k subnubes, tenemos: 

Supondremos en adelante estar en este casa. 
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1.2 El analisis factorial discriminante (AFD) 

A. Los ejes y variables discriminantes 

El AFD consiste en la busqueda de nuevas variables (las variables discriminantes) co­
rrespondientes a las direcciones de IR_P que separan Jo mejor posible en proyecci6n a los k 
grupos de observaciones. 

El eje 1 de la figura 2 posee un buen poder discriminante mientras que el eje 2 (que esta 
en el eje principal usual) no permite separar en proyecci6n los dos grupos. 

Eje 1 

Eje 2 

Figura 2 

Supongamos que JRP esta dotado de un a métrica M. N otaremos a al eje discriminante, 
u al factor asociado u = Ma, la variable discriminante sera X u. 

En proyecci6n sobre el eje a, los k centros de gravedad deben ser tan separados como 
sea posible, mientras que cada subnube debe ser proyectada de manera a.grupada alrededor 
de la proyecci6n de su centro de gra.veclad. 

En otras palabras, la inercia de la nube de los gj proyectaclos sobre a debe ser maxima. 
La matriz de inercia de la nu be de los g es M BM y la inercia de la nube proyectada sobre 
a es atM B Ma si a es de M- norma igual a 1. 

Es necesario también que en proyecci6n sobre a, cada subnube debe ser bien agrupada., 
y por tanto que atMVjMa sea pequeiio paraj = 1,2,···,k. 

"' Se buscara por lo tanto minimizar el promedio L q1 at MVjM a, sea at MW Ma. 
]=1 

Ahora bien, la relaci6n V = B + W implica que MV M = M BM +MW M y, por 
consiguiente: 

atMVMa = atMBMa +at MW Ma 

Tomaremos en ton ces como criteria a maximizar, la raz6n de la inercia interclases entre 
la inercia total. Es decir, 
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atMBMa 
max --=----:-:-:--

a atMVlvfa 

Sabemos que el m<iximo se alcanza si a es vector propio de (MV Jvf)-1 M BM asociado 
a su mayor valor propio Àt: 

M-ty-t BMa = .Xa 

Al eje discriminante a es entonces asociado el factor discriminante u tal que u = Ma, 
de modo que v-t Bu = .X1 u. 

Los factores discriminantes y, por consiguiente, las variables discriminantes X u, son 
independientes de la métrica M. Se escogeni por comodidad M = v-t que da BV-1a = Àa 
y v-1 Bu = .Xu. 

atMBMa 
Se tiene siempre 0 ~ Àt ~ 1 pues 0 ~ at MV Ma ~ 1. 

.X1 = 1 corresponde al caso siguiente: en proyecci6n sobre a las dispersiones intradases 
son nulas, las k nubes estan por lo tanta en un hiperplano ortogonal a a (ver figura 3) . 

Figura 3 

Hay evidentemente discriminaci6n perfecta si los centras de gravedad se proyectaran en 
puntos diferentes. 

Àt = 0 corresponde al caso en que el mejor eje no permite separar los centras de gravedad 
9i, es el caso donde estan confundidos y las nubes son, por lo tanto, concéntricas y ninguna 
separaci6n lineal es posible (er figura 4 ). 

Grupo 1 Cru o 2 

Figura 4 
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Puede ocurrir, sin embargo, que existe la posibilidad de discriminaci6n no lineal: la 
distancia al centro permite separar los grupos, pero se trata de una funci6n cuadnitica de 
las variables. 

El valor propio >. es una medida pesimista del poder discrimiante de un eje. La figura 
5 muestra que se puede dicriminar perfectamente pues los grupos estan bien separados a 
pesar que >. < 1. 

El numero de los valores propios no nulos, y por tanto el de ejes discriminantes, es igual 
a k - 1 en el caso habituai n > p > k y donde las variables no estan ligadas por relaciones 
lineales. 

Grupo 1 Grupo 2 

8 e 
Figura 5 

B. Un amilisis en componentes principales (ACP) particular 

De acuerdo con las ecuaciones anteriores, el analisis factorial discriminante no es otra 
cosa que el ACP de la nube de los k centros de gravedad con la métrica v-1 • 

Se deduce que las variables discriminantes son no correlacionadas 2 a 2. 

As{ como en ACP, se podra interpretar las variables discriminantes por medio del drculo 
de las correlaciones. 

Representacion grafica 

Si existe un segundo eje discriminante, es posible representar la nube de las n observa­
ciones en proyecci6n sobre el plano definido por estos dos ejes, este piano es entonces el que 
permite visualizar mejor la separaci6n de las observaciones en clases. 

Nosotros veremos mas adelante que el analisis factorial discriminante equivale también 
al ACP de los 9i con la métrica w-1 . 

C. Un amilisis canonico particular 

El analisis discriminante es el analisis can6nico de las tablas A y X. 
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En efecto, la ecuaci6n del analisi's can6nico de A y X que da las variables can6nicas 
asociadas a X, se escribe: 

esto es idéntico a v-1 Bu = Àu de acuerdo con el parrafo 1. Esto es una nueva prueba de 
que las variables discriminantes son no correlacionadas dos a dos. 

Si se designa por Aa la primera variable can6nica asociada a A, soluci6n de la otra 
ecuaci6n del anilisis can6nico: 

normada de tal forma que su proyecci6n sobre el subespacio de mn generado por las p 
variables explicativas sea indéntica a X u, se puede presentar al analisis discriminante como 
la busqueda de la codificaci6n de la variable cualitativa que la vuelve mas proxima del 
espacio generado por las columnas de X. Si las p variables explicativas son centradas, 
entonces la variable codificada lo es también y u es el vector de los coeficientes de regresi6n 
de Aa sobre X. 

El primer valor propio .X 1 es entonces el cuadrado del coeficiente de correlaci6n multiple. 

El analisis discriminante es entonces una generalizaci6n de la regresi6n multiple en el 
caso donde la variable a explicar es cualitativa. 

La figura 6 en IR" muestra la identidad entre las dos concepciones del analisis discri­
minante: analisis can6nico por una parte y maximizaci6n de la varianza interclase dividida 
por la varianza total, por otra parte. 

W x es el espacio generado por las columnas de X; W A es el espacio generado por las 
indicatrices de la variable a explicar. 

Si se proyecta D-ortogonalmente la variable discriminante Ç sobre WA en Aa, el teorema 
de Pitagoras se escribe: 

Figura 6 
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Varianza total de Ç = varianza interclase + varianza intraclase. 

L 
. . . , d 

1 
. varianza interclase 

1 
. . . , 

a maXImizacwn e coc1ente . al no es otra cosa que a maXImizacton 
vananza tot 

de cos2 (), donde ()es el angulo formado por Aa y Ç, loque es el criterio del anilisis can6nico. 

Los autores de habla inglesa llaman a este método amilisis discriminante can6nico. 

D. Amilisis de varianza y métrica w-1 

Si solamente hubiera una variable explicativa, se medirfa la eficacia de su poder separador 
sobre la variable de grupo por medio de un analisis de varianza ordinario con un factor. La 

, . , varianza inter 1 k - 1 
estad1stlca F valdna entonces . . l k · 

vananza mtra n -

Como hay p variables se puede buscar la combinanci6n lineal definida por unos coefi­
cientes u dando el valor maximal para la estadfstica de test, lo cual se reduce a maximizar: 

ut Bu 

utWu 

La soluci6n es dada por la ecuaci6n: 

w-1 Bu = J.LU con J.L maximal 

Los vectores propios de w- 1 B son los mismos que los de v-1 B con J.L = ~. 
1-A 

En efecto, Bu = À Vu es equivalente a: 

Bu= >.(W + B)u, es decir (1- >.)Bu= >.Wu 

>.u 
de donde w- 1 Bu = --, . 

1-A 

Si 0 ::; À ::; 1 se tiene en cambio 0 ::; J.L ::; oo y À = 
1 
~ J.L. 

La utilizaci6n de v-1 o de w-1 como métrica es por tanto indiferente. La métrica w-1 

es llamada "métrica de Mahalanobis". 

E. N ormalizaci6n de los vectores propios 

La convenci6n usual en la mayor parte de los programas de computador es tener variables 
discriminantes cuya varianza intraclase vale 1. 

Se de be por tanto tener utW u = 1. Esto se reduce a ut Bu = 
1 

--, puesto que ut Bu = ut >.(W + B)u = >.ut Vu. 
1-A 

À -- = J.L y a utvu = 
1-À 
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1.3 El caso de dos grupos 

A. La funci6n de Fisher 

Solamente hay una variable discriminante puesto que k - 1 = 1. 

83 

El eje discriminante es entonces necesariamente la recta que une los dos centras de 
gravedad 91 y 92: 

a= (91 - 92) 

La variable discriminante d se obtiene entonces de la proyeccion sobre a seglin la métrica 
v-1 0 w-1 que tiene en cuenta la orientacion de las nubes respecta a la recta de los centras. 

9 

Figura 7 

El factor discriminante u vale par tanta: 

0 

que son proporcionales. 

w- 1 (g1 - 92) es la funcion de Fisher (1936) 

Para razones de estimacion habitualmente no se toma w-1 , sino: 

n1+n2-2W_1 
n1 + n2 

Se puede en efecto reencontrar el procedimiento de Fisher por el razonamiento siguiente: 
se busca la combinancion lineal de las variables explicativas tales que el cuadrado de la 
estadfstica del test T de igualdad de las medias de los dos grupos, toma un valor maximal: 

donde y= Xu 

n1 + n2 . . ( ut(91 - 92))2 
si tomamos Ê = W entonces hay que maXJm1zar . u es definido 

n1 + n2- 2 utEu 
salvo par un factor multiplicativo y debe ser proporcional a f:- 1 (91 - 92 ). 

B. Aplicaci6n del amilisis canonico 



84 G. SAPORTA 

Se puede encontrar el unico valor propio de v-tB observando que para dos grupos: 

nt t n2 t . 
En efecto: B = -9t9t + -9292; ahora bten: 

n n 

nt n2 
9 = -9t + -92 = 0 

n n 

De donde B = nt 9t9i - nt 9t9~ = nt 9t (9i - 9~) y simétricamente: 
n n n 

lu ego: 
B = nt B + n2 B = ntn2 (9t- 92)(9t- 92)t 

n n n2 

Se verifica que u = v-t(9t - 92) es vector propio de v-tB: 

con: 

y: 
À ntn2 t -t 

J.L = 1 - À = ---;;2(9t - 92) w (9t - 92) 

J.L es, por lo tanto, proporcional a la D~ de Mahalanobis estirnada entre los dos grupos ([1 ], 
capitulo 15). 

Se tiene exactarnente: 

Se puede hallar entonces: 

-1 ( ntn2 2) -t W (9t - 92) = 1 + n( n _ 2) D P V (9t - 92) 

El uso del convenio de norrnalizaci6n utw u = 1 presenta la ventaja siguiente: 

Las coordenadas de los dos centros de gravedad sobre el eje discriminante tienen una 
diferencia igual a la distancia de Mahalanobis Dp. 

En efecto, 9f u y 9~u son estas coordenadas donde u es el factor can6nico norrnalizado. 
éste es proporcional a w- 1(9t-92 ), la constante de proporcionalidad a es ta.l que utWu = 1, 
es decir: 
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Despreciando la correcci6n por _n_ ( o utilizando i: en lugarde W) sigue que lai = Dl . 
n-2 P 

De donde: 

C. Equivalencia con una regresion multiple 

El amilisis canomco se reduce a una regresi6n multiple puesto que después de haber 
centrado, el espacio generado por las dos indicatrices de la variable de los grupos es de 
dimension 1. 

Es suficiente definir una variable centrada y tomando solo los dos valores a y b sobre los 
grupos 1 y 2 respectivamente (n1a + n2b = 0). 

Se obtendra entonces un vector de coeficientes de regresi6n proporcional a la funci6n de 
Fisher para cualquier escogencia de a. 

n n 
La escogencia a=-, b = -- conduce entonces ab= (Xtx)- 1Xty = v-1 (91 - 92 ). 

nt n2 

Se tiene: 

Se tendra cuidado en el hecho que las hip6tesis habituales de la regresi6n no son veri­
ficables. Por el contrario; aqui y no es aleatorio y X si lo es. Las estadisticas usuales que 
provee un programa de regresi6n, se deben utilizar unicamente a titulo indicativo. 

D. Un ejemplo 

Los datos de la tabla 1 (suministrados por J. P. Nakache) concernientes a 101 victimas de 
infartos del miocardo (51 fallecieron, 50 sobrevivieron) sobre los cu ales han si do medidos en 
el momento de la admisi6n, 7 variables (frecuencia cardiaca, indice cardiaco, indice sistolico, 
presi6n diastolica, presi6n arterial pulmonar, presi6n ventricular y resistencia pulmonaria). 
La tabla 2 da las estadisticas elementales por grupo. 
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Se puede encontrar el unico valor propio de v-1 B observando que para dos grupos: 

n1 t n2 t • En efecto: B = -g1g1 + -g2g2; ahora bten: 
n n 

De donde B = n1 
919i- n

1 919~ = n1 
91(9i- gD y simétricamente: 

n n n 

lu ego: 
n1 n2 n1n2 t 

B = -B + -B = - 2 (91- 92)(91- 92) 
n n n 

Se verifica que u = v-1(g1 - g2 ) es vector propio de v-1 B: 

con: 

y: 
À n1n2 t -1 

jt = 1- À = ~(91- 92) w (91- 92) 

Jt es, por lo tanto, proporcional a laD~ de Mahalanobis estimada entre los dos grupos ([1], 
capitula 15). 

Se tiene exactamente: 

Se puede hallar entonces: 

El uso del convenio de normalizaci6n utw u = 1 presenta la ventaja siguiente: 

Las coordenadas de los dos centros de gravedad sobre el eje discriminante tienen una 
diferencia igual a la distancia de Mahalanobis Dp. 

En efecto, 9~u y 9~u son estas coordenadas donde u es el factor can6nico normalizado. 
éste es proporcional a w-1 (g1 - g2 ), la constante de proporcionalidad a estal que ut Wu = 1, 
es decir: 
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Despreciando la correccion por _n_ ( o utilizando i: en lugarde W) sigue que lai = Dl . 
n-2 P 

De donde: 

C. Equivalencia con una regresion multiple 

El analisis canomco se reduce a una regresion multiple puesto que después de haber 
centrado, el espacio generado por las dos indicatrices de la variable de los grupos es de 
dimension 1. 

Es suficiente definir una variable centrada y tomando solo los dos valores a y b sobre los 
grupos 1 y 2 respectivamente (n1a + n2b = 0). 

Se obtendra entonces un vector de coeficientes de regresion proporcional a la funcion de 
Fisher para cualquier escogencia de a. 

. n n 
La escogenCia a=-, b = -- conduce entonces ab= (Xtx)- 1Xty = v-1 (91 - 92 ). 

nt n2 

Se tiene: 

Se tendra cuidado en el hecho que las hipotesis habituales de la regresion no son veri­
ficables. Por el contrario; aqui y no es aleatorio y X si lo es. Las estadisticas usuales que 
provee un programa de regresion, se deben utilizar unicamente a titulo indicativo. 

D. Un ejemplo 

Los datas de la tabla 1 (suministrados por J. P. Nakache) concernientes a 101 victimas de 
infartos del miocardo (51 fallecieron, 50 sobrevivieron) sobre los cuales han sido medidos en 
el momento de la admision, 7 variables (frecuencia cardiaca, indice cardiaco, indice sistolico, 
presion diastolica, presion arterial pulmonar, presion ventricular y resistencia pulmonaria). 
La tabla 2 da las estadisticas elementales por grupo. 
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Tabla 1 

FRCAR IN CAR INSYS PRDIA PAPUL PVENT REPUL PRONOSTICO 

90 1.71 19.0 16 19.5 16.0 912 supervivencia 
90 1.68 18.7 24 31.0 14.0 1476 fallecimiento 

120 1.40 11.7 23 29.0 8.0 1657 fallecimiento 
82 1.79 21.8 14 17.5 10.0 782 supervivencia 
80 1.58 19.7 21 28.0 18.5 1418 fallecimiento 
80 1.13 14.1 18 23.5 9.0 1664 fallecimiento 
94 2.04 21.7 23 27.0 10.0 1059 supervivencia 
80 1.19 14.9 16 21.0 16.5 1412 supervivencia 
78 2.16 27.7 15 20.5 11.5 759 supervivencia 

100 2.28 22.8 16 23.0 4.0 807 superv1venc1a 
90 2.79 31.0 16 25.0 8.0 717 supervivencia 
86 2.70 31.4 15 23.0 9.5 681 superv1venc1a 
80 2.61 32.6 8 15.0 1.0 460 supervivencia 
61 2.84 47 .3 11 17.0 12.0 479 supervivencia 
99 3.12 31.8 15 20.0 11.0 513 supervivencia 
92 2.47 26.8 12 19.0 11.0 615 supervivencia 
96 1.88 19.6 12 19.0 3.0 809 superv1venc1a 
86 1.70 19.8 10 14.0 10.5 659 supervivencia 

125 3.37 26.9 18 28.0 6.0 665 supervivencia 
80 2.01 25.0 15 20.0 6.0 796 supervivencia 
82 3:15 38.4 13 20.0 6.0 508 superv1venc1a 

110 1:66 15.1 23 31.0 6.5 1494 fallecimien to 
80 1.50 18.7 13 17.0 12.0 907 fallecimiento 

118 1.03 8.7 19 27.0 10.0 2097 fallecimiento 
95 1.89 19.9 25 27.0 20.0 1143 fallecimiento 
80 1.45 17.1 19 23.0 15.0 1269 fallecimiento 
85 1.30 15 .1 13 18.0 10.0 1108 fallecimiento 

105 1.84 17.5 18 22.0 10.0 957 f allecimien to 
122 2.79 22.9 25 36.0 10.0 1032 supervivencia 
81 1.77 21.9 18 27.0 11.0 1220 supervivencia 

118 2.31 19.6 22 27.0 10.0 935 supervivencia 
87 1.20 13.8 34 41.0 20.0 2733 fallecimiento 
65 1.19 18.3 15 18.0 13.0 1210 fallecimiento 
84 2.15 25.6 27 37.0 10.0 1377 supervivencia 

103 0.91 8.8 30 33.5 10.0 2945 fallecimiento 
75 2.54 33.9 24 31.0 16.0 976 supervi vencia 
90 2.08 23.1 20 28.0 6.0 1077 supervivencia 
90 1.93 21.4 11 18.0 10.0 746 supervivenCia 
90 0.95 10.6 20 24.0 6.0 2021 fallecimiento 
65 2.38 36.6 16 22.0 12.0 739 supervivencia 
95 0.99 10.4 20 27.5 8.0 2222 fallecimiento 
95 0.85 8.9 19 22.0 15.5 2071 fallecimiento 
86 2.05 23 .8 21 28.0 10.0 1093 supervivencia 
82 2.02 24.6 16 22.0 14.0 871 superv1venc1a 
70 1.44 20.6 19 26.5 11.0 1472 fallecimiento 
92 3.06 33.3 10 15.0 6.0 392 supervivencia 
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FRCAR IN CAR INSYS PRDIA PAPUL PVENT REPUL PRONOSTICO 

94 1.31 13.9 26 40 .0 15.0 2443 fallecimiento 
79 1.29 16.3 24 31.0 10.0 1922 fallecimiento 
67 1.47 21.9 15 18.0 16.0 980 supervi vencia 
75 1.21 16.1 19 24.0 4.0 1587 fallecimiento 
80 2.41 30.9 19 24.0 7.0 797 supervi ven ci a 
61 3.28 54.0 12 16.0 7.0 390 supervivencia 

110 1.24 11.3 22 27.5 11.0 1774 fallecimiento 
116 1.85 15.9 33 42 .0 13.0 1816 fallecimiento 
75 2.00 26.7 16 22.0 5.0 880 supervivencia 
92 1.97 21.4 18.0 27 .0 3.0 1096 fallecimiento 

110 0.96 8.8 15.0 19.0 16.0 1583 supervivencia 
95 2.56 26.9 8.0 13.0 3.0 406 supervivencia 
75 2.32 30.9 8.0 10.0 6.00 345 supervivencia 
80 2.65 33.1 13.0 19.0 9.0 574 supervivencia 

102 1.60 15.7 24.0 31.0 16.0 1550 fallecimiento 
86 1.67 19.4 18.0 23.0 8.5 1102 supervivencia 
60 0.82 13.7 22 .0 32.0 13.05 3122 fallecimiento 

100 1.76 17.6 23.0 33.0 2.0 1500 supervivencia 
80 3.28 41.0 12.0 17.0 2.0 415 supervivencia 

108 2.96 27.4 24.0 35.0 6.5 946 supervivencia 
92 1.37 14.8 25 .0 46 .0 11.0 2686 fallecimiento 

100 1.38 13.8 20 .0 31.0 11.0 1797 fàllecimiento 
80 2.85 35.6 25.0 32.0 7.0 898 supervtvenCia 
87 2.51 28 .8 16 .0 24 .0 20 .0 76.5 fallecimiento 

100 2.31 23 .1 8.0 12.0 0.0 416 supervivencia 
120 1.18 9.9 25 .0 36.0 8.0 2441 fallecimiento 
115 1.83 15.9 25 .0 30.0 8.0 1311 fallecimien to 
101 2.55 25 .2 23 .2 30.5 9.0 957 supervivencia 
100 2.31 23.1 8.0 12.0 0.0 416 supervtvenCia 
120 1.18 9.9 25 .0 36.0 8.0 2441 fallecimiento 
115 1.83 15.9 25.0 30.0 8.0 1311 fallecimiento 
101 2.55 25 .2 23 .2 30.5 9.0 957 supervtvencta 
92 2.17 23.5 19.0 24.0 3.0 885 superv1venc1a 
87 1.42 16.1 20.0 26 .0 10.0 1465 fallecimiento 
80 1.59 19.9 13 .0 20.5 4.0 1031 superv1 vencta 
88 1.47 16.7 23 .0 32.5 10.0 1769 fallecimiento 

104 1.23 11.8 27 .0 33.0 11.0 2146 fallecimiento 
90 1.45 16.1 17.0 24.0 8.5 1324 supervivencia 
67 0.85 12.7 26.0 33.0 11.0 3106 fallecimiento 
87 2.37 27.2 15.0 22.0 10.0 743 superv1venc1a 

108 2.40 22 .2 26.0 31.0 4.0 1033 superv1 vencta 
120 1.91 15.9 18.0 27.0 15.0 1131 fallecimiento 
108 1050 13.9 28 .0 43 .0 16.0 1813 fallecimiento 
86 2.36 27.4 24.0 34.0 8.0 1153 supervivencia 

112 1.56 13.9 24.0 29.0 4.0 1487 fallecimiento 
80 1.34 17.0 16.0 25.0 16.0 1493 fallecimiento 
95 1.65 17.4 20.0 33 .0 7.0 1600 fallecimiento 
90 2.04 22 .7 28 .0 41.0 10.0 1608 fallecimiento 
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FRCAR IN CAR INSYS PRDIA PAPUL PVENT REPUL PRO NO 

90 2.04 22.7 28.0 41.0 10.0 1608 fallecimiento 
90 3.03 33.6 17.0 23.5 7.0 620 superv1venc1a 
94 1.21 12.9 17.0 22.0 3.0 1455 fallecimiento 
51 1.34 26.3 11.0 17.0 6.0 1015 fallecimiento 

110 1.17 10.6 29.0 35.0 10.5 2393 fallecimiento 
96 1.74 18.1 24.0 29.0 6.0 1333 fallecimiento 

132 1.31 9.9 23 .0 28.0 12.0 1710 fallecimiento 
135 0.95 7.0 15.0 20.0 7.0 1684 fallecimiento 
105 1.92 18.3 18.0 24 .0 3.0 1000 fallecimiento 
99 0.83 8.4 23.0 27 .0 8.0 2602 fallecimiento 

116 0.60 5.2 33.0 38.0 10.0 5067 fallecimiento 
112 1.54 13.8 25.0 31.0 8.0 1610 fallecimiento 

Un analisis factorial discriminante entre los sobrevivientes y los fallecidos dan los resul­
tados siguientes: la distancia de Mahalanobis al cuadrado vale: 

D? = 4.942 de donde D7 = 2.223 

Tabla 2 

Variable N Media Desviaci6n estandar 

FRCAR 51 95.90196078 17.97693511 
IN CAR 51 1.39470588 0.37619332 
INSYS 51 14.99607843 4.63900682 
PRDIA 51 21.09803922 5.14183152 
PAPUL 51 29.09803922 6.81910523 
PVENT 51 10.64705882 4.34429985 
REPUL 51 1797.27450980 739.87296419 

FRCAR 50 88.34000000 13.84109527 
IN CAR 50 2.30580000 0.56055035 
INSYS 50 26.75200000 8.08319597 
PRDIA 50 16.50400000 5.15304388 
PAPUL 50 22.84000000 6.46532352 
PVENT 50 8.33000000 4.05398519 
REPUL 50 841.38000000 303.68256050 

Bajo las hip6tesis de multinormalidad ([1], capftulo 15), es el valor correspondiente a 
F = 16476: 

n 1n2 n-p- 1 D2 = F 
n p(n- 2) P 

El valor crftico al 1% para un valor F(7; 93) es 2.84, el D2 es significative de una 
diferencia neta entre los dos grupos. 
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Se halla. R2 = ,\ = 0.5576 y p = 1.2604. 

La. variable discriminante se obtiene entonces por la. combina.ci6n linea.l de la.s 7 variables 
centra.da.s sobre la. media. general de los dos grupos (va.r tabla. 3). 

Tabla 3 

FRCAR 
IN CAR 
INSYS 
PRDIA 
PAPUL 
PVENT 
REPUL 

-0.026445290 
2.768181397 

-0.075037835 
0.009115031 

-0.07 4211897 
-0.021086258 
0.000084078 

Si no se centra. se suma.la. constante 1.22816 a. la. combina.ci6n linea.l a.nterior de los da.tos 
brutos. 

Los coeficientes de correla.ci6n linea.les de la. variable discriminante con la.s 7 variables 
(los dos grupos confundidos ), son idénticos sobre la. tabla. 4. 

Tabla 4 

FRCAR 
IN CAR 
INSYS 
PRDIA 
PAPUL 
PVENT 
REPUL 

-0.3097 
0.9303 
0.8976 

-0.6321 
-0.5751 
-0.3591 
-0.8676 

La.s media.s de los dos grupos sobre la.s variables discriminantes son: 
Fa.llecimientos -1.1005 
Sobrevivencia. 1.1225 

Se vuelve a. encontra.r D7 = +1.1005 + 1.1225 = 2.2230 

1.4 Reglas geométricas de asignaci6n 

Ha.biendo encontra.do la. mejor representa.ci6n de la. sepa.ra.ci6n en k cla.ses de n individuos, 
se puede entonces intenta.r a.signa.r una. observa.ci6n e a. uno de los grupos. 

La. regla. na.tura.l consiste en ca.lcula.r la.s distancias de la. observa.ci6n a. cla.sifica.r, a. ca.da. 
uno de los k centros de gra.veda.d y a.signa.r seglin la. distancia. mas pequefia.. Fa.lta. definir la. 
métrica. que se va. a. u tilza.r. 
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A. Regla de Mahalanobis-Fisher 

Consiste en utilizar la métrica w-1 (o v-1 que es equivalente): 

Desarrollando esta cantidad se encuentra: 

Puesto que etw-1e no depende del grupo i, la regla consiste en buscar el mfnimo de 
tw-1 . 

9~w- 1 9·- 2etw-19· 0 el maxima de etw-19·- 9
i 

9' t t t t 2 . 

Se ve que esta regla es lineal respecta a las coordenadas de e. 
Se debe calcular para cada individuo, k funciones lineales de sus coordenadas y buscar 

el valor maximal. 
La tabla 5 da para el ejemplo de los infartos las dos funciones de clasificacion. 

Tabla 5 

deces a supervivencia 
CONSTANTE -91.57481116 -89.97134555 
FRCAR 1.53609883 1.47730875 
IN CAR -52.09444392 -45.94054613 
INSYS 5.44165359 5.27483824 
PRDIA -0.64815662 -0.62789315 
PAPUL 0.70738671 0.54240748 
PVENT 0.85037707 0.80350057 
REPUL 0.00638975 0.00657667 

En el caso de los dos grupos se decidira asignar al grupo 1 si: 

tw-1 1 ( tw-1 ) tw-1 1 tw-1 e 91 - 2 91 91 > e 92 - 2 92 91 

o sea 
1 

etw-1(91 - 92) > 2(91 + 92)tw-1(91- 92) 

Puesto que w-1 (91 - 92 ) es la funcion de Fisher, la regla consiste en asignar al grupo 
1 si el valor de la funcion discriminante es superior al umbral: 

1 ( )t 1 
2 91 + 92 w- (9t - 92) 

Cuando los dos grupos son de igual efectivo 91 + 92 = 0; se asigna al grupo 1 si la funcion 
etw-1(91 - 92) es positiva. 
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En el ejemplo de los infartos es poco maso menos el caso puesto que n1 =50 y n2 =51. 
Se predecira la supervivencia si la funci6n discriminante es positiva. 

Observemos que la aplicaci6n de la regla geométrica se puede hacer indiferentemente en 
el espacio IR.P o en el espacio factorialJRk-t. 

En particular si k = 3, las fronteras de asignaci6n a los grupos son hiperplanos ortogo­
nales al piano de los tres centros de gravedad. Se pueden leer directamente las distancias de 
Mahalanobis a 91 , 92,93 utilizando el grafico de las dos variables can6nicas discriminantes 
normalizadas a 1 (en el senti do de la varianza interclase ). 

B. Insuficiencia de las reglas geométricas 

La utilizaci6n de la regla anterior conduce a asignaciones incorrectas cuando las dis­
persiones de los grupos son muy diferentes entre ellos, nada justifica entonces el uso de la 
misma métrica para los diferentes grupos. 

En efecto, si se considera la figura 8, aunque e sea mas pr6ximo de 91 que de 92 en el 
sentido habituai, es mas natural asignar e a la segunda clase que a la primera cuyo "poder 
de atracci6n" es mas pequeiio. 

e 

Figura 8 

Diversas soluciones utilizan métricas locales Mi tales como: 

que han sido propuestas, tomando en general, Mi proporcional a v:-l. 
El problema de la optimalidad de la regla de decision geométrica no puede ser resuelto sin 

referencia a un modelo probabilistico. En efecto, el problema es de saber c6mo se comportara 
esta regla frente a nuevas observaciones, lo que lleva a hacer hip6tesis distribucionales sobre 
la distribuci6n en el espacio de estas nuevas observaciones. Se alcanzan, por lo tanto, los 
limites de los métodos descriptivos. Veremos mas adelante en qué condiciones elias conducen 
a unas reglas optimales. 
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1.5 Un método de discriminacion sobre variables cualitativas: el método 
Disqual 

Cuando los predictores son p variables cualitativas X1 , X2 , ••• , Xp con m 1 , m 2 ••• , mp mo­
dalidades respectivamente, se puede utilizar el procedimiento siguiente: se efectua en una 
primera etapa el analisis de correspondencias multiples de las variables X1 , X2 , ••• , Xp, es 
decir el anilisis de correspondencias de la tabla disyuntiva X= (X1 IX2 ..• !Xp)· 

Se reemplazan entonces las p variables cualitativas por las q coordenadas sobre los 
ejes factoriales y se efectua luego un anilisis factorial discriminante sobre estas q variables 
numéricas z1 , z2, ... , z9. 

Un factor discriminante d es una combinaci6n lineal de los Zj que son combinaciones 
lineales de las indicatrices de los X;. Se expresa en ton ces directamente d como combinaci6n 
lineal de las indicatrices de los X;, o lo que se redu ce a atribuir a cada categorfa de cada 
variable un valor numérico puntaje. d es entonces simplemente igual a la suma de los 
puntajes obtenidos en las categorfas de las p varibles. Esto se reduce a trasformar cada 
variable cualitativa en una variable numérica discreta con m valores. 

Cuando k = 2 este método es 6ptimo en el sentido siguiente: tomando todos los factores 

posibles del Analisis de las Correspondencias Multiples (ACM) ( ~ m; - p) la cuantifi­

caci6n de las variables X; es la que da la distancia de Mahalanobis mas grande entre los dos 
grupos. 

En la practica, sin embargo, se utilizan unicamente los factores que presentan a la vez 
una inercia y en poder separar entre las clases, suficientes. 

Igualmente, se podrfan utilizar técnicas parecidas a las expuestas en el capftulo 17 de 
[1] (modelo lineal general y analisis de varianza), consistentes en anular los coeficientes de 
ciertas variables indicatrices y efectuar un analisis discriminante sobre Lm; - p columnas 

de X. 

La ventaja del analisis de correspondencias es proveer ademas de una descripci6n de las 
relaciones entre las variables explicativas, unas componentes ortogonales (el D~ es en ton ces 
la suma de los Dî sobre las diversas componentes con la métrica v-t ). 

En estas mismas memorias, se detalla un poco mas este método y se hace una aplicaci6n 
al puntaje en crédito ( credit-scoring). 

2 Métodos probabiHsticos 

2.1 La regla Bayesiana 

Se supone que los k grupos es tan en proporci6n p1 , P2, ... , Pk en la poblaci6n total y que 
la distribuci6n de probabilidad del vector observaci6n x = ( x 1 , ••• , xp) es dado para cada 
grupo j por una densidad (o una ley discreta) fi(x). 
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Observando un punto de coordenadas ( x1, x2, ... , xp) la probabilidad de que provenga 
del grupo j es dada por la formula de Bayes: 

Pili(x) 
k 

LPili(x) 
j=l 

La regla bayesiana consiste entonces en asignar la observaci6n x al grupo que tiene la 
probabilidad a posteriori maxima. 

Los denominadores siendo los m1smos para los k grupos, se debe entonces buscar el 
maximo de: 

Pili(x) 

Es en ton ces necesario co nocer o estimar li (x). Divers as posibilidades existen. 

A. Métodos no paramétricos 

No se hace hipotesis especffica sobre la familia de leyes de probabilidad. Variantes 
multidimensionales del método del mi cleo permiten estimar fi (x) por 

n, 
Îi(x) = _1 L J( (x- Xi) 

njh i=l h 

donde J( es una densidad multidimensional. 

La discriminaci6n "por bolas" es un caso particular: se traza alrededor de x una bola 
en IRl de radio p dado y se cuenta el numero de observaciones kj del grupo j en esta bola. 
Se estimara directamente P(Gi/x) por: 

__!_j_ 
Li ki 

( Observaci6n: la bola puede ser vada si p es muy pequeiio ). 

Uno de los métodos mas utilizados es el método de los k vecinos mas cercanos. Se buscan 
los k puntos mas pr6ximos de x en el sentido de una métrica que se precisa y se clasifica 
x en el grupo mas representado: la probabilidad a posteriori se obtiene igual que para la 
discriminacio.n por bolas, pero no tiene mucho sentido si k es pequeiio. 

B. Métodos paramétricos 

Se da un a familia parametrizada de leyes de probabilidad para li (x) y se utiliza la 
muestra para estimar los parametros. El caso normal p-dimensional es el mas clasico y sera 
desarrollado mas adelante. 

Se puede igualmente dar una expresion parametrizada de la probabilidad a posteriori y 
estimarla directamente: sera el caso de la regresi6n logîstica tratada en la secci6n §2.4. 
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2.2 El modelo normal multidimensional 

Se supondra que x sigue una ley Np(J.L, Ej) para cada grupo: 

A. El caso general 

La regla bayesiana maxpj/j(x) se reduce, pasando a logaritmos, a minimizar: 

(x- J.Li)tEj1(x- J.Lj)- 2lnpj + ln(detEj) 

Cuando los Ej son diferentes esta regla es cuadratica y se debe comparar k funciones 

cuadraticas de x. Ej es en general estimado por _n_Vi y J.Li por 9i· 
n-1 

B. El caso de igualdad de matrices de varianza-covarianza 

Si E1 = E2 = ... = Ek = E, la regla se vuelve lineal. En efecto ln( det Ej) es una 
constante y (x - J.Li )t :E-1 (x - J.Li) es entonces igual a la distancia de Mahalanobis te6rica de 
x a J.Li: D.2'(x,J.Li)· 

Desamoollando y eliminando xtE-1 x que no depende del grupo, se tiene: 

, { t -1 1 t -1 } max x :E J.Li - '2 J.Lj :E J.Li + ln Pi 

Si E es estimada por ~kW, la regla bayesiana corresponde a la regla geométrica 
n-

cuando hay igualdad de probabilidades a priori. La regla geométrica es entonces optima. 

La probabilidad a posteriori de pertenencia al grupo j es proporcional a: 

C. Dos grupos con igualdad de las matrices de varianza 

Se asignara x al grupo 1 si: 

xtE-1(J.L1 - J.L2) > -
2
1 

(J.Ll + J.L2)E-1(J.Ll- J.L2) +ln p
2 

P1 

Si Pl = P2 = 0.5 se encuentra la regla Fisher estimando :E por n~2 W. 

Es decir: 
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Se asignani a x al grupo 1 si S(x) > 0 y al grupo 2 si S(x) <O. 

La funci6n S( x) llamada punta je o estadistica de Anderson esta liga.da simplemente a 
la probabilidad a posteriori de pertenencia al grupo 1. 

Tenemos en efecto 
P(Gifx) = p = P1h(x) 

P1h(x) + P2!2(x) 

de donde 

1 P2 f2 (x) P2 [ 1 -1 1 -1 )] -=1+ =1+-exp --(X-f..L2)E (x-f..L2)+-(x-f..L1)E (x-f..L1 
P Ptf1(x) P1 2 2 

1 P2 [ 1 2 1 2 ' ] p- 1 =Pl exp 2~ (x,f..L1)- 2.ô (x,f..L2 ) 

de donde ln(~- 1) = -S(x). 

Es decir: 
P= 1 

1 +exp( -S(x)) 
exp(S(x)) 

1 + exp(S(x)) 

Se dice que P es funci6n "logistica" del puntaje. 

1 
Cuando Pl = P2 = 2 : 

He aquf a manera de ejemplo la tabla 6 que da las asignaciones de las 45 primeras 
observaciones de los datos de infartos seglin la regla anterior. El asterisco indica un error 
de clasificaci6n. 
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Tabla 6 

Grupo Grupo P(Gl/x) P(G2/x) 
real atribuido 

1 sobreviviente sobreviviente 0.4515 0.5485 
2 fallecido fallecido 0.8140 0.1860 
3 fallecido fallecido 0.9597 0.0403 
4 sobreviviente sobreviviente 0.2250 0.7750 
5 fallecido fallecido 0.8112 0.1888 
6 fallecido fallecido 0.8928 0.1072 
7 sobrevi vien te sobreviviente 0.3202 0.6798 
8 sobrevi vi ente fallecido * 0.8711 0.1289 
9 sobreviviente sobreviviente 0.0984 0.9016 

10 sobreviviente sobreviviente 0.0797 0.9203 
11 sobreviviente sobre vi vien te 0.0138 0.9862 
12 sobreviviente sobreviviente 0.0160 0.9840 
13 sobreviviente sobreviviente 0.0052 0.9948 
14 sobreviviente sobreviviente 0.0105 0.9895 
15 sobreviviente sobreviviente 0.0019 0.9981 
16 sobreviviente sobreviviente 0.0258 0.9742 
17 sobreviviente sobreviviente 0.2011 0.7989 
18 sobreviviente sobreviviente 0.2260 0.7740 
19 sobreviviente sobreviviente 0.0022 0.9978 
20 sobreviviente sobreviviente 0.1222 0.8778 
21 sobreviviente sobreviviente 0.0014 0.9986 
22 fallecido fallecido 0.8629 0.1371 
23 fallecido sobreviviente * 0.4804 0.5196 
24 fallecido fallecido 0.9900 0.0100 
25 fallecido fallecido 0.5845 0.4155 
26 fallecido fallecido 0.7447 0.2553 
27 fallecido fallecido 0.7067 0.2933 
28 fallecido sobreviviente * 0.4303 0.5697 
29 sobreviviente sobreviviente 0.1118 0.8882 
30 sobreviviente fallecido * 0.5734 0.4266 
31 sobreviviente sobreviviente 0.2124 0.7876 
32 fallecido fallecido 0.9928 0.0072 
33 fallecido fallecido 0.7301 0.2699 
34 sobreviviente fallecido * 0.5354 0.4646 
35 fallecido fallecido 0.9943 0.0057 
36 sobrevi vi ente sobreviviente 0.1218 0.8782 
37 sobrevi vien te sobrevi vien te 0.2757 0.7243 
38 sobreviviente sobreviviente 0.1759 0.8241 
39 fallecido fallecido 0.9555 0.0445 
40 sobreviviente sobrevi vi ente 0.0695 0.9305 
41 fallecido fallecido 0.9762 0.0238 
42 fallecido fallecido 0.9785 0.0215 
43 sobreviviente sobreviviente 0.3240 0.6760 
44 sobreviviente sobreviviente 0.2121 0.7879 
45 fallecido fallecido 0.7880 0.2120 

Bajo reserva del caracter realista de la hip6tesis de multinormalidad, sus resultados son 
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entonces mas precisas que una simple decision seglin la distancia mas corta. El calcula de 
probabilidades a posteriori muestra aqui que 4 clasificaciones err6neas sobre 5 se produjeron 
en una zona de incertidumbre. 

D. Acerca de ciertas pruebas 

La hip6tesis de igualdad de las matrices Ei puede ser probada por media de una prueba 
de Box que generaliza la de Bartlett para el caso unidimensional. 

Si la hip6tesis E1 = E2 = ... = Ek es verdadera, la cantidad: 

( 
2p

2 
+ 3p - 1 ) [ ( 1 1 ) 1 n 1 1 ni 1] 1- L ----- (n- k)ln --W - L(ni -l)ln --Vi 

6(p+l)(k-l) . ni-l n-k n-k . ni-l 
t t 

si gue aproximadamente un a ley x2 con p(p + 1 ~( k -
1
) grados de libertad. 

Si se rechaza la hip6tesis de igualdad, Ldebemos utilizar las reglas cuadraticas? Esto no 
es segura en todos los casas. Para empezar, el test de Box no es perfectamente confiable, 
ademas que el uso de las reglas cuadraticas implica la estimaci6n de mas parametros que 
la regla lineal porque se de be estimar cada Ej. Cuando las muestras son pequefias las 
funciones obtenidas son muy poco robustas y es mejor utilizar una regla lineal a pesar de 
toda. 

Para dos grupos el resultado siguiente esta en el origen de los métodos clasicos de 
selecci6n de variables: 

Sea un subgrupo de l variables entre las p componentes de x. Supongamos que ~; = ~~, 
en otros términos las p- 1 variables restantes no dan ninguna informaci6n para separar las 
dos poblaciones; entonces: 

Se puede asi probar el crecimiento de la distancia de Mahalanobis aportada por una 
nueva variable a un grupo ya constituido tomando l = p - 1. 

Cuando se hace la discriminaci6n entre mas de dos grupos, las pruebas son las que 
utilizan el A de Wilks. 

El test de igualdad de las k esperanzas Jli = 112 = · · · = Jlk es el siguiente 

IWI IWI 
A = TVT = lW+ BI 

1 
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sigue la ley de Wilks de pardmetros p, n- k, k- 1 bajo Ho : J.L1 = J.L2 = · · · = J.Lk· 

Porque nV, nW, nB siguen respectivamente las leyes de Wishart con n- 1, n- k, k- 1 
grados de libertad. 

Si k = 3 se utilizara la ley exacta de A y no una aproximacion 

1- VA 
VA 

k p 
1 

F(2p; 2(n- k- p + 1)) 
n- -p+ 

Si k = 2, la prueba de Wilks y el test de la distancia de Mahalanobis (Ho : il~ = 0) son 
idénticos porque B siendo de rango 1 se tiene: 

La prueba H0 : J.Li = J.L Vi puede efectuarse igualmente utilizando como estadfstica 
de prueba la traza de w- 1 B Hamada estadistica de Lawley-HoteHing que sigue la ley TJ 
generalizada de Hotelling aproximable por un x;(k-l)· 

La traza de v-1 B es Hamada traza de Pillai. Para la introduccion paso a paso de 
variables discriminando en k grupos, se utiliza usualmente la prueba de variacion A medida 
por: 

---1 n- k- p ( Ap ) 
k- 1 Ap+l 

que se compara con un Fk-l;n-k-p 

2.3 Medidas de eficacia de las reglas de clasificaci6n 

El criterio usual es la probabilidad de clasificar bien una observacion cualquiera. Se com­
parara la eficacia de los di versos métodos de clasificacion en términos de tasas de error. 

A. Tasa de error para dos grupos con E1 = E2 y distribucion normal 

Cuando p1 = p2 , la regla de clasificacion teorica es asignar al grupo 1 si: 

1 
S(x) = xtE-1(J.Ll- J.L2)- 2(J.Ll + J.L2)tE-1(J.Ll- /-L2) > 0 

La probabilidad de error de clasificacion es entonces: 

P(S(x) >Of xE Np(J.L2i E)) 

La ley de S( x) es una ley de Gauss de una dimension como combinacion lineal de 
componentes de x. 
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E(S(x)) 
1 

= JL~I;-I(JLI - /L2)- 2(JLI + JL2)tr:-I(JLI- JL2) 

1 ( )t -I ( ) 1 2 = 2 /LI - JL2 }:; /LI - JL2 = -2Ô.P 

V(S(x)) 

de donde 

S(x) sigueuna LG(-~Ll;;Llp) si xEG2 • 

La probabilidad de clasificar en el grupo 1 una observaci6n del grupo 2 es: 

P(1/2) = P ( U > ~P) 
que es igual a P(2/1 ). Esta relaci6n da una interpretaci6n concreta de la distancia de 
Mahalanobis. 

Si PI f P2 se tiene: 

P(1/2) = P (u > Llp + -
1 

ln P2
) 

2 Ô.p PI 

P(2/1) = P (u > Llp- _!_ln p2) 
2 Ô.p PI 

Cuando p 11 p 2 y 1": son estimados S(x) no sigue una ley normal y utilizar Dp como 
estimaci6n del Ô.p conduce a una estimaci6n sesgada de las probabilidades de error de 
clasificaci6n: hay en promedio, subestimaci6n de la probabilidad global de error, PIP(2/1)+ 
p2P(1/2) debido entre otras razones al hecho que D~ sobreestima Ll~ ([1] capitula 15, secci6n 
15.5.6c). 

Para el ejemplo de los infartos, como Dp = 2.223 se llega a una estimaci6n de tasas de 
error igual a P(U > 1.11) = 0.13. 

L ·1· ·' d 1 · ·' · d "' 2 n-p- 1 D2 n 4 37 d a uti 1zacwn e a est1mac10n sm sesgo eu , - p-- = . con uce a 
n- 2 nin2 

una estimaci6n de la tasa de error cercana al 15%. 

B. El método de resustitucion 

éste consiste en reasignar las n observaciones seglin las funciones discriminantes encon­
tradas. En el ejemplo de los infartos se ob tienen los resultados dados en la tabla 7, es decir, 
con una tasa de error de 13%. 



100 G. SAPORTA 

Tabla 7 

~0 deceso sobre vi vencia 
e 

deceso 46 5 

sobrevivencia 8 42 

Este método tiene un gran defecto: subestima sistematicamente la tasa de error porque 
se utilizan las mismas observaciones que sirvieron para encontrar las funciones discriminan­
tes. La regla optima para la muestra da buenos resultados si se aplica sobre ella. 

C. Los métodos de validaci6n cruzada 

Para evitar el defecto del método de resustitucion se aconseja partir la muestra en dos 
submuestras: una servira para la elaboracion de reglas de clasificacion (muestra de base o 
de aprendizaje), la otra para la aplicacion de las reglas de clasificacion (muestra- prueba). 

La tasa de error medida sobre la muestra-prueba sera entonces una estimacion sin sesgo 
de la tasa verdadera. Esto supone que se tienen numerosos datos para poder sustraer sin 
riesgo una parte considerable de los datos (25% es aconsejado ). 

En el caso de muestras pequeiias la técnica siguiente de Lachenbruch y Mickey ( compa­
rable al press en regresion) permite obtener una estimacion realista de la tasa de error. 

Se efectuan n an ali sis discriminantes sobre cada una de las n muestras de las n -l obser­
vaciones obtenidas poniendo de lado cada vez una de las observaciones. Se clasifica entonces 
la observacion que fue dejada aparte y se cuenta el porcentaje de error de clasificacion. 

Observaci6n: Los procedimientos usuales de seleccion de variables optimisan criterios pro­
babilisticos: ley de A Wilks o distancia de Mahalanobis, que no necesariamente optimizan 
el porcentaje correctamente. 

2.4 La regresi6n logfstica 

Cuando solo hay dos grupos, bajo la hipotesis de normalidad e igualdad de las matrices 
de varianza, se ha visto que la probabilidad a posteriori era una funcion loglstica del puntaje, 
el cual era una funcion lineal de las variables explicativas. 

Se tiene pues: 
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(
II(x)) t 

ln h (x) = f3o + {3 x donde P = [ :~ ] 

El modela de regresi6n logfstica consiste en partir de la relaci6n anterior y estimar los 
p + 1 parametros seglin el maxima de verosimilitud. 

Respecta a la discriminaci6n lineal usual, el modela logfstico implica menas parametros 
y cubre una amplia gama de leyes de probabilidades (las variables explicativas pueden ser 
binarias). 

Se tiene, par tanta: 

Pl h(x) ---
P(GI/x) Pl II (x) P2 h (x) 

--~~~~--- = ~~~~~ 
Pl II (x) + P2 h (x) 1 + Pl II (x) 

P2 h(x) 

exp (!3o +ln~ + {3tx) 

1 +exp (!3o +ln~: {3tx) 

1 

La verosimilitud de las {3 (suponiendo n1 y n2 fijos y no aleatorios) es: 

L = II II (xi) II h(xi) 
iEG1 iEG2 

Coma: 

II(x) = P(GI/x)f(x) y h(x) = P(G2/x)j(x) 
Pl P2 

Con f(x) = p1 II(x) + P2h(x), se tiene: 

1 
L = 1îlTï2 II P(Gtfxi) II P(G2/xi) II !(xi) 

Pl P2 iEG! iEG2 i=l 

L1L2 
L = pn1pn2 

1 2 

donde L1 es la verosimilitud condicional de los parametros, conociendo las Xi y la densidad 
incondicional de las Xi, L2. 
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No siendo conocida f se estimaran /30 , f3t · · · /3p por un método de m<i.xima verosimilitud 
condicional: 

Para esto hay que utilizar un método numérico, puesto que no hay solucion ana.litica a 
la ecuacion de la verosimilitud. 

Siendo estimadas las /3, la regla Bayesiana puede ser aplicada para las clasificaciones. 
Como: 

P(Gtfx) Pt t 
ln P(G2fx) = f3o +ln P2 + f3 x 

se asignara al grupo 1 si /30 +ln ~ + f3tx > O. 

Cuando los datos provienen de dos pobalciones normales con 'Et = 'E2 la regresion 
logfstica es menos adecuada que el ana.lisis discriminante clasico, pues la solucion dada por 
S( x) corresponde a un m<i.ximo de verosimilitud verdadera y no a un maximo de verosimi­
litud condicional (se utiliza menos informacion en la regresion log{sta puesto que solo ft/ h 
se supone conocido y no ft y h). 

Parece que la regresi6n logistica da resultados verdaderamente mejores que la regla 
geométrica, solo para poblaciones claramente no normales 0 con 'Et muy diferente de 'E2, 
pero al precio de un procedimiento de ca.Iculo mucho mas complejo que la simple inversion 
de la mat riz W. 
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