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1. Introduction

• Transformer des variables qualitatives en variables numériques, pour 
quoi faire?

• Pouvoir appliquer des méthodes réservées aux variables numériques
• Rechercher des facteurs sous-jacents
• Faire de l’analyse non-linéaire

• Une histoire remontant à presque un siècle
• Aux origines de l’AFC et de l’ACM
• Avec des liens étonnants avec la loi normale

• Redécouverte en Machine Learning: « categorical data encoding »
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2. Définitions et premières propriétés 

Forrest W. Young (1981): 
Optimal scaling is a data analysis technique which assigns numerical values to 
observation categories in a way which maximizes the relation between the 
observations and the data analysis model while respecting the measurement character 
of the data.

• Pas de codage en soi, sans un objectif ou un modèle
• Permet de retrouver une échelle latente, de regrouper des catégories, 

de valider le caractère ordinal 
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2.1 Un codage est une combinaison linéaire de variables 
indicatrices

• Formulation matricielle
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•

• Redondance (?): 

• Solutions centrées:
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Cas des variables à modalités ordonnées

• Exiger 
• Reparamétrisation
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• Combinaison linéaire à coefficients positifs de M-1 variables et d’un 
terme constant

• Un élément de la somme directe de la droite des constantes et d’un 
cône polyédrique convexe
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2.2 Deux problèmes simples de codage 
optimal
Quelle est la manière optimale de quantifier une variable qualitative 𝑋𝑋
afin de prédire au mieux 𝑌𝑌 au sens des moindres carrés ?

• 𝑋𝑋 catégorielle. Projection de 𝑌𝑌 sur W: régression multiple sans constante de 𝑌𝑌
sur les indicatrices 1m. Par orthogonalité des indicatrices, M régressions 
simples. Codage par les moyennes conditionnelles (pourcentages si Y binaire) :

• 𝑋𝑋 ordinale. Projection sur un cône: régression multiple avec M-1 contraintes de 
positivité. PAVA (Kruskal, 1964) ou régression descendante avec élimination des 
variables à coefficients négatifs et itération (Tenenhaus, 1988) 
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2.3 Codage et transformations non linéaires

• Transformer une variable numérique X en une variable qualitative X
par découpage en classes, puis recoder X en une variable numérique 
permet d’étudier des effets non linéaires. « Crisp coding »

• Mais: discontinuités et perte d’information. 
• Remèdes: codage flou 
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• Généralisation: splines et splines monotones (Ramsay,1988)



3. Le temps des pionniers

• Maximiser la corrélation entre deux variables codées (Hirschfeld
alias Hartley)
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• Maximiser le pouvoir discriminant (Fisher)

• En 1940, Fisher a considéré les tableaux de contingence du point de vue de 
l'analyse discriminante. Supposons que des "scores", c'est-à-dire des valeurs 
arbitraires de la variable, soient attribués aux lignes et aussi aux colonnes d'un 
tableau de contingence : quels sont les meilleurs scores à attribuer aux lignes pour 
qu'une fonction linéaire de ceux-ci différencie le mieux les classes déterminées 
par les colonnes, et vice versa. Cela s'avère être un problème de maximisation de 
la corrélation entre les scores et les colonnes. Les corrélations requises sont 
celles dites "canoniques" au sens de Hotelling (1936).  Traduit de Lancaster, 1956
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• À l’origine de l’analyse des correspondances

• Maximisation de                                                sous

• Un seul axe!
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• Codage optimal et normalisation

• Théorème de Lancaster: 
Pour un couple gaussien                     de corrélation     il n’existe pas de  
transformation                                          pouvant augmenter  

• Kendall & Stuart , 1961: 

L'implication théorique de ce résultat est claire:  si nous cherchons des systèmes 
de notation distincts pour les deux variables catégorisées de manière à maximiser 
leur corrélation, nous essayons en fait de produire une normale bivariée par une 
opération sur les marges de la table.
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• Guttman, inventeur de l’ACM comme codage optimal simultané de 
p variables qualitatives
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Professeur de sociologie à Cornell University
Fondateur de l’Israel Institute of Applied Social Research, 
devenu Guttman Center de l’ Israel Democracy Institute

"The Quantification of a Class of Attributes: A Theory and 
Method of Scale Construction," in P. Horst et al., The 
Prediction of Personal Adjustment, SSRC, 1941, pp. 321-348

‘Effet Guttman’ ou ‘horseshoe effect’

Louis Guttman (1916-1987)

http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Guttman_Center&action=edit&redlink=1
http://en.wikipedia.org/wiki/Israel_Democracy_Institute
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• Principe de cohérence interne:

- Attribuer à chaque modalité un score tel que les variables ξi ainsi 
créées soient aussi homogènes que possible et la note moyenne la 
plus dispersée possible.

- Les scores optimaux sont les coordonnées des modalités sur le 
premier axe de l’Analyse des Correspondances multiples. 

- Codages multiples si on considère les axes principaux suivants
- A l’origine des travaux hollandais (HOMALS)1.

• Similaire à la méthode de quantification n°III de Hayashi
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1 Gifi, A. (1990). Nonlinear Multivariate Analysis. John Wiley & Sons, Chichester.



4. Les années 70 et la domination des 
moindres carrés alternés
• 145 articles sur l’optimal scaling publiés dans Psychometrika entre 

1968 et 1982
• Supervisé et non-supervisé
• Approche ALS

• Séparer les paramétres en deux groupes: modèle et codages
• Optimiser ceux d’un groupe, connaissant ceux de l’autre
• Permuter jusqu’à convergence (optimum local)
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• PRINQUAL (SAS), PRINCALS, PRINCIPALS…

• Equivalent à maximiser la somme des K premières valeurs propres de la 
matrice de corrélation

• Différence fondamentale avec l’ACM: on cherche des codages uniques alors 
que l’ACM fournit des codages différents selon chaque dimension.

• Algorithme pour variables qualitatives: alterner ACP et analyse canonique 
entre Xp (les indicatrices de Xp ) et C
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• Régression multiple: MORALS, TRANSREG (SAS)

• Alternance de régression et de codage optimal variable par variable

• Avec tous les prédicteurs catégoriels  et sans tranformation de Y,  équivalent à 
régresser y sur le tableau disjonctif complet des prédicteurs

• Problèmes de rang résolus par les contraintes de centrage
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• Codage optimal et clustering

- GROUPALS (van Buuren & de Leeuw, 1989) 
Alternance de K-means et de codages issus du croisement entre la partition et 
chaque variable.

- CLUSTER-CA (van de Velden, D’Enza, & Palumbo, 2017)
Méthode équivalente mais avec l’analyse des correspondances du tableau 

concaténant les croisements de la partition et et de chaque variable (bande de 
Burt)

van Buuren, S., & Heiser, W. J. (1989). Clustering 𝑁𝑁 objects into 𝐾𝐾 groups under optimal scaling of variables. Psychometrika, 54, 699-706.

van de Velden, M., D’Enza, A. I., & Palumbo, F. (2017). Cluster correspondence analysis. Psychometrika, 82, 158-185.

SFC'2022 14-16 septembre, Lyon 26

1' ' ' |  '| | | PpY X Y X Y X Y X     



• Une application « industrielle »: le scoring, ou notation des risques 
(emprunteurs, assurés, etc.)

• Routine: du codage sans le savoir

• Un vieil exemple (SPAD, années 2000) avec la méthode DISQUAL 
(Bouroche, Saporta, Tenenhaus, 1977):

• 1106 contrats automobile belges :
• 2 groupes: « 1 bons », « 2 mauvais »
• 9 prédicteurs: 20 catégories

• Usage (2), sexe(3), langue (2), âge (3), région (2), bonus-malus (2), puissance (2), 
ancienneté (2), âge du véhicule (2)
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ADL de Fisher sur les composantes de l’ACM

FACTEURS CORRELATIONS COEFFICIENTS
....................................................

1 F  1            0.719          6.9064
2 F  2            0.055       0.7149 
3 F  3           -0.078         -0.8211
4 F  4           -0.030         -0.4615
5 F  5            0.083         1.2581
6 F  6            0.064        1.0274
7 F  7           -0.001          0.2169
8 F  8            0.090          1.3133
9 F  9           -0.074         -1.1383 
10 F 10           -0.150         -3.3193     
11 F 11           -0.056      -1.4830 

Score= 6.90 F1 - 0.82 F3 + 1.25 F5 + 1.31 F8 - 1.13 F9 - 3.31 F10
Puis retour aux indicatrices puisque chaque composante en est une
combinaison linéaire
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+----------------------------------------------------------------------------+ 
|                                            | COEFFICIENTS  |  TRANSFORMED  | 
| CATEGORIES                                 | DISCRIMINANT  |  COEFFICIENTS | 
|                                            |   FUNCTION    |    (SCORE)    | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|    2 . Use type                                                            | 
| USE1 - Profess.                            |       -4.577  |         0.00  | 
| USE2 - private                             |        0.919  |        53.93  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|    4 . Gender                                                             | 
| MALE - male                                |        0.220  |        24.10  | 
| FEMA - female                              |       -0.065  |        21.30  | 
| OTHE - companies                           |       -2.236  |         0.00  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|    5 . Language                                                            | 
| FREN – French                              |       -0.955  |         0.00  | 
| FLEM - flemish                             |        2.789  |        36.73  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|  24 . Birth date                                                           |                                                    
| BD1  - 1890-1949 BD                        |        0.285  |       116.78  | 
| BD2  - 1950-1973 BD                        |      -11.616  |         0.00  | 
| BD?  - ???BD                               |        7.064  |       183.30  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|   25 . Region                                                              | 
| REG1 - Brussels                            |       -6.785  |         0.00  | 
| REG2 – Other  regions                      |        3.369  |        99.64  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|   26 . Level of bonus-malus                                | 
| BM01 - B-M 1 (-1)                          |       17.522  |       341.41  | 
| BM02 - Others B-M (-1)                     |      -17.271  |         0.00  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|   27 . Duration of contract                                                | 
| C<86 - <86 contracts                       |        2.209  |        50.27  | 
| C>87 - others contracts                    |       -2.913  |         0.00  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|   28 . Horsepower                                                          | 
| HP1  - 10-39 HP                            |        6.211  |        75.83  | 
| HP2  - >40    HP                           |       -1.516  |         0.00  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 
|  29 . year of vehicle construction                                         | 
| YVC1 - 1933-1989 YVC                       |        3.515  |       134.80  | 
| YVC2 - 1990-1991 YVC                       |      -10.222  |         0.00  | 
+----------------------------------------------------------------------------+ 


+----------------------------------------------------------------------------+


|                                            | COEFFICIENTS  |  TRANSFORMED  |


| CATEGORIES                                 | DISCRIMINANT  |  COEFFICIENTS |


|                                            |   FUNCTION    |    (SCORE)    |


+----------------------------------------------------------------------------+


|    2 . Use type                                                            |


| USE1 - Profess.                            |       -4.577  |         0.00  |


| USE2 - private                             |        0.919  |        53.93  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|    4 . Gender                                                             |


| MALE - male                                |        0.220  |        24.10  |


| FEMA - female                              |       -0.065  |        21.30  |


| OTHE - companies                           |       -2.236  |         0.00  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|    5 . Language                                                            |


| FREN – French                              |       -0.955  |         0.00  |


| FLEM - flemish                             |        2.789  |        36.73  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|  24 . Birth date                                                           |                                                    | BD1  - 1890-1949 BD                        |        0.285  |       116.78  |


| BD2  - 1950-1973 BD                        |      -11.616  |         0.00  |


| BD?  - ???BD                               |        7.064  |       183.30  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|   25 . Region                                                              |


| REG1 - Brussels                            |       -6.785  |         0.00  |


| REG2 – Other  regions                      |        3.369  |        99.64  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|   26 . Level of bonus-malus                                |


| BM01 - B-M 1 (-1)                          |       17.522  |       341.41  |


| BM02 - Others B-M (-1)                     |      -17.271  |         0.00  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|   27 . Duration of contract                                                |


| C<86 - <86 contracts                       |        2.209  |        50.27  |


| C>87 - others contracts                    |       -2.913  |         0.00  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|   28 . Horsepower                                                          |


| HP1  - 10-39 HP                            |        6.211  |        75.83  |


| HP2  - >40    HP                           |       -1.516  |         0.00  |


+----------------------------------------------------------------------------+


|  29 . year of vehicle construction                                         |


| YVC1 - 1933-1989 YVC                       |        3.515  |       134.80  |


| YVC2 - 1990-1991 YVC                       |      -10.222  |         0.00  |


+----------------------------------------------------------------------------+




• Non-metric PLS
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5. Encodage et Machine Learning

• Une profusion de méthodes issues de la 
nécessité de traiter des variables à grand 
nombre de catégories (code postal, etc.)

• Réinvention de méthodes classiques
• Target encoder : codage par les moyennes 

conditionnelles
• One Hot Encoding: tableau d’indicatrices

• D’autres plus ou moins arbitraires
• Label encoder, ordinal encoder, hash encoder
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• Une typologie des encodages pour les méthodes supervisées
- Méthodes utilisant uniquement la variable à prédire Y

Target encoder, Leave One Out, CatBoost
- Méthodes utilisant Y et les Xp

Morals
- Méthodes n’utilisant pas les données

Label encoding, Hash encoding
Problèmes spécifiques: Apparition de nouvelles catégories non observées lors de 
l’apprentissage (label encoding), Plusieurs valeurs peuvent être représentées par la 
même valeur de hachage : «collision ». Ne tient pas compte de périodicités 
comme le jour de la semaine. 
Ni interprétation, ni optimalité quel que soit le modèle
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• Risque de surapprentissage avec le codage disjonctif (One Hot 
Encoding) quand le nombre de catégories est élevé

Régulariser!

1. « Classiquement » ridge, lasso, elastic-net en supervisé
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• Cadre linéaire :

• Elastic net:

• L’avantage du lasso d’annuler des coefficients peut devenir un 
inconvénient pour des variables qualitatives

• Régularisation par projection sur des sous-espaces:
• PLS, régression sur composantes pricipales
• DISQUAL (versus régression logistique)

• Recourir systématiquement au triptyque apprentissage, test, 
validation
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2. S’inspirer du plongement lexical (word embedding) ou 
vectorisation)

• Représenter une variable à grand nombre de catégories dans un espace de 
faible dimension.

• 101 dimensions sont-elles nécessaires pour représenter les départements français? Deux 
coordonnées GPS.

• Identifier les dimensions nécessaires pour pouvoir représenter correctement 
la similarité entre les catégories de la variable (category embedding).
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5.1 Régression neuronale avec encodage         
(Di Ciaccio, 2022)

• Modèle avec S neurones et fonction d’activation  σ non-linéaire

• Bien moins de paramètres avec un encodage à faible « embedding » 
(dimension K)
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5.2 Une approche non-supervisée par auto-
encodeurs 
• Critère de HOMALS (équivalent MCA) pour une représentation en K

dimensions:

revient à minimiser

Z matrice IxK des scores des unités, Ap matrice JpxK des quantifications multiples 
de Xp

• Réalisable avec un autoencodeur où les représentations (embeddings) des 
catégories sont les centres de gravité des unités qui partagent la même catégorie.
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Deux variables qualitatives

• A1, A2 quantification des 
catégories en P
dimensions. 

• Algorithme bien moins 
efficace que ACM ou 
HOMALS 



• Fonction softmax

• Minimise la cross-entropie au 
lieu des carrés des écarts
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Variante non-linéaire (Di Ciaccio, 2022)
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exemple
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L’ACM équivalente ici à une AFC fournit 
4 valeurs propres identiques et une 
représentation mal équilibrée
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Version non-linéaire et 
critère de cross-entropie



6. Conclusion et perspectives

• Codage optimal: pas seulement une astuce pour appliquer des 
méthodes numériques à des variables qualitatives.

• Lettres de noblesse depuis près d’un siècle avec des connexions fortes 
avec les analyses de correspondances.

• Renouveau avec le traitement de données de grande dimension:
• Dialogue à développer entre statistique et Machine Learning
• Régularisation
• Nouveaux critères
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